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Hoofdstuk 0. Inleiding.

0.1 Situatie 1.

Klanten die volgens een Poissonproces met intensiteit A bij een
loket aankomen, worden &&n voor €én door &én bediende geholpen. Deze
bediende heeft k verschillende bedieningsmethoden MO’ M1, ceesy Mk—1 tot
zijn beschikking, en wel geldt dat de tijdsduur van een bediening vol-
gens methode M, een stochastische variabele =1 is, met verdelingsfunctie

B, (i=0,14400,k=1).

. 1
Veronderstel dat min gii = 650 <3
0<i<k-1

De wachttijdtheorie leert dan dat bij gebruik van methode M  geen on-

eindig lange wachtrij ontstaat. °

Elke wachtende klant (en ook de klant die op het moment juist ge-
holpen wordt) veroorzaakt voor de beheerder van het systeem kosten,
namelijk b gulden per tijdseenheid. De bediening van een klant volgens
methode M kost de beheerder een bedrag c. (i=0415...,k=1). c; is een
constante en niet afhankelijk van de tijdsduur van de bediening, maar
alleen van de methode.

De beheerder wil zijn kosten minimaliseren door telkens op grond
van de lengte van de rij wachtenden de bedieningsmethode te bepalen. Hij

vraagt zich af welke strategie hij moet volgen.

0.2 Situatie 2.

N machines hebben elk, onafhankelijk van elkaar, een stochastische
looptijd, die exponentidel verdeeld is met parameter p. Aan het einde
van een looptijd wordt een machine direct gerepareerd als hij de enige
is die op dat moment kapot is, en in het andere geval staat hij stil
tot hij aan de beurt is om gerepareerd te worden. Er wordt slechts een
machine tegelijk behandeld. Na reparatie begint de machine aan een
nieuwe van de vorige onafhankelijke looptijd, met dezelfde verdeling.
Reparaties kunnen geschieden volgens k verschillende methoden

M M1, seey Mk—1’ die resp. Cos Cqs eres Cp_y kosten en een stochas-

0%
tische tijd Sg» 8q» s 8§ _q vergen. Bij s, hoort een verdelingsfunc-



tie Bi (i=1,2,...,k~1). Als een machine niet loopt, dus tijdens het
wachten en gedurende reparatie zijn er kosten van productieverlies,
namelijk b per machine per tijdseenheid.

De beheerder van dit systeem wil de totale kosten minimaliseren
door op grond van het aantal wachtende machines te beslissen volgens

welke methode gerepareerd wordt.

0.3 Samenvatting en inhoud.

Situatie 1 en situatie 2 beschrijven twee wachttijdproblemen,
namelijk een loketprobleem en een machineprcbleem, die alleen verschil-
len in aankomstverdeling. De twee gebezigde terminologieén zullen waar
in de volgende hoofdstukken de aankomstverdeling niet gespecificeerd
is, door elkaar worden gebruikt. Het blijkt mogelijk te zijn een opti-
male strategie te bepalen, d.w.z. een strategie waarvoor de verwachte
gemiddelde kosten per tijdseenheid minimaal zijn.

Het principe van de hier gebezigde methode wordt beschreven in [3];
[1] en [2] geven ervan de waarschijnlijkheidstheoretische achtergronden
en de bewijzen. In hoofdstuk 1 zullen we een voor onze doeleinden ver-
eenvoudigde versie van de in [3] gegeven methode behandelen. Door deze
methode toe te passen vinden we in hoofdstuk 2 een iteratieproces dat
naar de optimale strategie convergeert. Hoofdstuk 3 en 4 geven noodza-
kelijke berekeningen, terwijl in hoofdstuk 5 enige numerieke resultaten
worden gepresenteerd. Hoofdstuk 6 bevat de beschrijving van een andere
iteratieprocedure voor de oplossing van het probleem, die echter | nume-
riek minder aantrekkelijk 1lijkt. Enige gebruikte begrippen en stellingen
zijn in een appendix opgenomen, alsmede een benadering van het probleem

vanuit puur kanstheoretisch gezichtspunt.



Hoofdstuk 1. Methode.

1.1 Definities.

Een systeem doorloopt een verzameling toestanden. In de ruimte van

alle mogelijke toestanden, de toestandsruimte X, is voor elk punt

x € X een verzameling D(x) van toegelaten beslissingen gedefinieerd.

Voor elke x € X bevat D(x) tenminste de z.g. nulbeslissing, die wil zeg-
gen dat het proces niet wordt beinvloced. Eventuele andere beslissingen

€ D(x) worden interventies genoemd. Als op zeker tijdstip het systeem

zich in toestand x € X bevindt en we doen een interventie d € D(x) dan
verschuift het systeem onmiddellijk naar een andere toestand. Deze
nieuwe toestand wordt geheel door x en d bepaald en i1s in dit verhaal
niet stochastisch. Het proces dat het systeem doorloopt wanneer we

steeds de nulbeslissing nemen heet het natuurlijk proces. Een statio-

naire strategie z is een functi®t die aan elk punt x € X een beslissing

z(x) € D(x) U {nulbeslissing} toekent. De toevoeging "stationair" wil
zeggen, dat z(x) alleen afhangt van x en niet van het tijdstip waarop de
besglissing genomen moet worden. Laat Z de verzameling van alle statio-

naire strategieén zijn.

1.2 De opzet.

Voor het bepalen van een optimale strategie gaan wij te werk zoals
beschreven wordt in §1.2.t/m §1.6. Kies eerst de ruimte X zo, dat X de
toestanden waarin het systeem kan verkeren beschrijft. Bepaal voorts
bij elke x € X de verzameling D(x) en de toestand waarheen het systeem
verschuift als in het punt x beslissing d genomen wordt. Voor elke z € Z
wordt AZ ingevoerd als de verzameling van die toestanden x, waarin bij
strategie z een interventie z(x) € D(x) gedaan wordt. Bij strategie z
wordt dus in X - AZ steeds de nulbeslissing genomen, en in AZ nooit de
nulbeslissing.

We kiezen nu uit Z een klasse Z' van strategie®n en in X een deel-

verzameling A, die voldoen aan de volgende twee voorwaarden

0



a) A.= n A.
0 zeZ'! z

b) In het natuurlijk proces komt het systeem vanuit elke toestand

x ¢ X met kans 1 in een eindige tijd in AO terecht.

Dat we de te voeren strategie op A. gedeeltelijk vastleggen (voorwaarde

0
a)) beperkt natuurlijk Z (tot Z'), maar door A, handig te kiezen zal de

optimale oplossing in Z' ook optimaal zijn in Z.

1.3 Voorbereidende berekeningen.

Bepaal nu voor elke x € X en d € D(x) de verwachting van zowel de
kosten als de tijdsduur van twee stochastische wandelingen die het sys-

teem doorloopt,namelijk

a) Dbeginnend in x met beslissing d en verder het natuurlijk proces

volgend totdat voor het eerst een toestand in AO bereikt is

b) beginnend in x en steeds het natuurlijk proces volgend totdat voor

het eerst een toestand in AO bereikt is.

We hebben nu dus verwachte kosten die we noemen ka en kb en verwachte

tijdsduren ta en t, . Definieer nu:

k(x,d) = k -k en t(x,d) = =ty

Duidelijk is dat k(x,d) = t(x,d) = 0 als 4 de nulbeslissing is.

De iteratieprocedure verloopt hierna als volgt: start met een willekeu-

rige strategie z € Z'.

1.4 Stap 1.

Beschouw de volgende functionaalvergelijkingen in de grootheden

r(z;x) en c(z3x):

- )
tr(z;1,) voor alle x € X

(1.4.1)  r(z3x) 1

(1.4.2) c(z3x)

k(x;z(x)) - r(z3x) . t{x;z(x)) + 9c(z;l1)

voor alle x e X.



Hierin is_I_1 de eerste toestand in AZ die het systeem bereikt na toe-
stand x, als de begintoestand x is en strategie z wordt gevolgd.
Onder strategie z vormen de toestanden die het systeem doorleopt

een Markev-keten. Laten E Ez, sy Em de verschillende ergodische -

1’
verzamelingen van -deze Markovketen. Kies in elke Ej een toestand ej en
stel

(1.4.3) c(z;ej) =0 VOOr J = 1y 2, sus, M.

Nu heeft het stelsel vergelijkingen (1.4.7), (1.4.2) en (1.4.3) precies

één oplossing. Bepaal deze oplossing.

Opmerking: Wij zullen allen het geval m = 1 tegenkomen. Daar r(z;x)
constant is op elke ergodische verzameling, is in het geval
m = 1, r(z;x) onafhankelijk van x. We kunnen dan vergelijking (1.4.1)
laten vervallen en in (1.4.2) en verder r(z) schrijven in plaats van
r(z3x). De grootheid r(z) geeft aan wat de verwachte gemiddelde kosten

per tijdseenheid zijn bi] strategie z.

1.5 Stap 2.

?
Bepaal voor alle x € X een d € D(x) waarvoor c(d.z;x) minimaal is,

De testgrootheid c(d.z3;x) is als volgt gedefinieerd:
(1.5.1)  ec(d.z3x) = k(x3;d) - r(z) - t(x;d) + gc(z;g),

waarin u de (mogelijk stochastische, maar bij ons deterministische)
toestand is waarnaar het systeem wordt verschoven door de beslissing
d € D(x). Als voor meerdere elementen van D(x) het minimum wordt be-
reikt kies dan willekeurig een element, maar kies z(x) als z(x) ook de
minimumwaarde geeft. De zo gekozen verzameling van c(d.z;x)-minimali-

serende d bepalen een nieuwe strategie zy Voor z, geldt

1

(1.5.2) AZ1 24,

Definieer vervolgens



(1.5.3)  c(Z;x) = c(z1(x).z;x) voor alle x € A .
1
c(Z3;x) is dus de waarde van het gevonden minimum.

Formule (1.5.2) geeft aan dat het werkingsgebied van strategie z, groter

1
of gelijk is aan dat van z. We noemen stap 2 daarom uitbreiden.

1.6 Stap 3.

Bepaal nu X(%), de klasse van verzamelingen A, die voldoen aan de
velgende twee relaties

(1.6.1) AOE-AEAZ1

(1.6.2) c(A.Z3x) < c(Z;x) voor alle x € AZ .
: 1

Hierin is c(A.Z3x) = gc(iig), met a de eerste toestand die het systeem

aanneemt in A, als het start in x en het natuurlijk proces volgt. Neem

nu

(1.6.3) A' = n A.
: 2 pex(%)

Dan vinden wij een nieuwe strategie z' met r(z') < r(z) als we nemen

z1(x) als x € A;
(1.6.4) 2z'(x) =

nulbeslissing als x ¢ A;.
Uit (1.6.1) en (1.6.3) volgt dat

(1.6.5) Aé E.A§1

hetgeen wil zeggen dat het werkingsgebied van strategie z' kleiner of

gelijk is aan dat van z,. Stap 3 noemen we daarom afkappen.

1
Eén iteratieslag is nu beschreven; als z' # z begin dan opnieuw

bij stap 1, maar met z' in plaats van z.



1.7 Opmerkingen.

Een strategie z is optimsal wanneer bij het doorlopen van een ite-

ratieslag aan de volgende twee gelijkheden wordt voldaan

(1.7.1) z, z

A .

(1.7.2) Al .

Wanneer het handiger is kan men in de iteratieprocedure een of meer
malen stap 3 overslaan, en pas wanneer aan (1.7.1) voldaan is stap 3
doen. Wordt dan ook aan (1.7.2) voldaan, dan is de gevonden strategie

optimaal. Voor de strategie Zys verkregen na stap 2 geldt namelijk

r(z') 5_r(z1) < r(z).



Hoofdstuk 2. Uitwerking.

2.1 Voorgnderstellingen.

In dit en alle volgende heoefdstukken zullen we ervan uitgaan dat
interventies alleen genomen worden. op tijdstippen dat een nieuwe be-
dienings-(reparatie-)periode. begint. De keuze van de toestandsruimte en
het natuurlijk proces is bepalend voor de aard van de iteratieprocedure
en is dus van fundamenteel belang. Bij deze keuze moet men vaststellen
wat tot het natuurlijk proces gerekend moet worden en welke de inter-
venties zullen zijn. Twee mogelijkheden doen zich voor: een voor de

hand liggende is:
(2.1.1) noem alleen het veranderen van methode een interventie.
Een andere mogelijke keuze is:

(2.1.2) zeg dat een?beslissing (mogelijk .de nulbeslissing) genomen

wordt telkens wanneer een nieuwe bedieningsperiode begint.

De keuze van (2.1.1) of (2.1.2) bepaalt het natuurlijk proces. Wij
kiezen (2.1.2) omdat dat tot een prettiger en numeriek beter hanteer-
bare iteratieprocedure leidt. De opbouw van de iteratieprocedure na

keuze van (2.1.1) zal in hoofdstuk 6 worden gegeven.

2.2 De toestandruimte en het natuurlijk proces.

Definieer verzamelingen L en L; (i=04,15...,k~1) door
(2.2.1) L= {x | x > 0 en x geheel getal}
(2.2.2) L; = {(x,i,t)] x > 0, x geheel; t > 0; t redell.

Neem nu

(2.2.3) X=Lu v L..



X bevat dus voor elke bedieningsmethode een copie van het product van
de verzameling der niet-negatieve gehele getallen met de niet-negatieve
halfrechte en daarbi]j nog eens een copie van de verzameling der niet-
negatieve gehele getallen.,

De punten van X hebben.de veolgende betekenis:

(2.2.4) We zeggen dat het systeem zich in punt x € L bevindt als er x
klanten aanwezig zijn en zoejuist een bediening beeindigd is;

de afgehandelde klant telt niet meer mee.

(2.2.5) We zeggen dat het systeem zich in punt (x,i,t) € L, bevindt
als er x klanten aanwezig zijn, en er een tijd t verlopen is
sinds de bediening van één van hen begonnen is, terwijl deze

klant bediend wordt volgens methode Mi'

Alleen wanneer het systeem zich in L bevindt (en dus juist een be-
dieningsperiode is afgelopen) kan door de beslisser worden geinterveni-
eerd. Een beslissing om de volgende bediening of reparatie volgens
methode Mi te laten plaatsvinden geven we aan met i. Hierbij definieren
wij de beslissing O als een nulbeslissing; dus de beslissingen
1y +asy k=1 zijn interventies. In elk punt x & L bestaat dus D(x) uit
de beslissingen O tot en met k - 1, In alle overige punten, namelijk de
punten (x,i,t) bevat D(x,i,t) alleen de nulbeslissing. Op het moment
dat we beslissing 1 nemen verschuift het systeem van L naar Li
(i%0,1,...,k-1). Hoe dit precies gebeurt volgt hieronder.

Eerst beschrijven we het natuurlijk proces, hetgeen wil zeggen dat
uitsluitend de nulbesliss}ng wordt genomen. Stel dat het systeem zich
in het punt x € L bevindt., Als x > 0 is, dan begint onmiddellijk een
nieuwe bedieningsperiode, terwijl in het geval x = 0 de bedieningrbe~
gint zodra een nieuwe klant binnenkomt (het systeem verschuift dan naar
het punt 1 € L). Deze bediening gescﬁ{edt volgens methode M. en duurt

0

dus s_.. Zodra de bediening start verschuift het systeem van x € L naar

0
(x,0,0) € LO

(x+k(t),0,t) € L, gekomen, waarbij k(t) het aantal klanten is dat in

. Na een tijd t, met ¢ < 84 is het syteem in het punt

het tijdsinterval [0,t] is binnengekomen. Eventueel is k(t) ook nog van

A
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x afhankelijk. Als de bediening is afgelopen verspringt het systeem van
(x+k(s,)50,8,) € L
geholpen klant, die de wachtri]j heeft verlaten.

naar x +.5(§0) - 1 € L. De term - 1 duidt op de af-

Wanneer wel geintervenieerd kan worden verloopt het proces als
volgt. Stel dat het systeem zich in x € L bevindt en we interventie
i > 1 nemen. Voor x > O begint dan een bediening volgens methode Mi met
een duur s., en het systeem yerschuift naar het punt (x,1,0) € L;. Daar-
na blijft het verder gedurende de gehele bedieningsperiode in Li en wel
geldt dat na een tijd t < 8; het systeem zich in (x+k(t),1i,t) bevindt.
Hierin heeft E(t) weer de bovenomschreven betekenis. Na een tijd 5 is
de bediening afgelopen en springt het systeem terug van ‘ '
(x+k(

terug is,. herhaalt zich bovenstaand verhaal.

Ei)’i*éi) € L; naar x + 5(§i) - 1 € L. Zodra het systeem op L

2.3 Beperking en voorbereidingen.

We’beperken ons nu tot het geval k = 2, zodat we te maken hebben

met twee verschillende bedieningstijden en s,, en we zullen deze zo

S
gerangschikt nemen dat 6§0 < &51 (voor é;g = &§1 zie opmerking in §2.9).
De beperking tot k = 2 is niet essentieel en alleen omwille van de een-
voud. Met k = 4 is in hoofdstuk 5 een voorbeeld uitgerekend.

‘Een strategie z kan nu als volgt worden gekarakteriseerd: omdat op.
LO v L1
op L. Voor elke x € L is z(x) gelijk aan 0 of 1, naargelang we de nul-

alleen de nulbeslissing mogelijk is hoeven we z alleen te geven

beslissing nemen (dus tot een snelle bediening besluiten) dan wel be-
sluiten de langzame methode toe te passen. Z is de verzameling van
strategieen.

Laat A, = {0} ¢ L, en neem 2(0) = O voor elke z ¢ Z. Dit is geen
beperking van de klasse van strategieen die we beschouwen want alleen
als het systeem in een punt x > O verkeert, begint een nieuwe bedienings-
periode en dus is het in x = O niet van belang welke beslissing we nemen.
Nu moeten we nog controleren of aan voorwaarde (1.2.b) voldaan is. We be-
handelen dit apa;t voor de twee genoemde problemen: het loketprobleem

(0.1) en het machineprobleem (0.2).
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In het geval dat we met het machineprobleem te maken hebben vormen
voor elke strategie de toestanden van L een eindige irreducibele Markov-
keten. Dan geldt dat alle toestanden ergodisch zijn, hetgeen wil zeggen
dat ze volhardend zijn met eindige terugkeertijd. Vanuit elke toestand
wordt dan toestand O in eindige tijd bereikt. Voor de gebruikte stel-
lingen zie bijvoorbeeld [4], deel I, XV.6, blz. 390 e.v.

Voor het loketgeval wordt in appendix 3 bewezen dat alle toestanden
ergodisch zijn mits f@o <271, pit laatste is voortdurend onze aanname
(zie 0.1). Dezelfde stellingen als boven kunnen dan worden toegepast,

De waarden van k(x3;1) en t(x;1) worden voor het loketprobleem bere-
kend in hoofdstuk 3 en voor het machineprobleem in hoofdstuk 4. Hierna
gaan we ervan uit dat we deze waarden kennen.

In het vervelg zullen we de overgangswaarschijnlijkheden nodig heb-

ben tussen de punten van L in een bedieningsperiode. Laat daarom voor

x>1,j>0eni=0,1

(2.3.1) pgl)(x) = de kans dat in &én bedieningsperiode volgens M, die
aanvangt terwijl de rijlengte x is, precies j klan-

ten (machines) binnenkomen.

Voor het loketprobleem resp. het machineprobleem geldt

: - j
(2.3.2) pgl)(x) = J e~ AE L%%l— a8, (s)
0

resp.
(2.3.3) pgi)(x) - J (Ngx) (1= H8)d s (N=x-§) 8B, (s).
0

Merk op dat (2.3.2) niet van x afhangt. Dit is duidelijk omdat bij het
loketprobleem het inputproces niet afhangt van het aantal wachtenden,
De overgangswaarschijnlijkheden op L zijn nu. als velgt: als het systeem
in toestand x ¢ L verkeert en beslissing i wordt genomen, dan komt het
systeem de volgende keer in L volgens een kansverdeling, die aan het

punt x + j-1 € L de kans pgl)(x) toekent.
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2.4 De iteratie.

Een strategie z heet aanecengesloten als er een getal X, bestaat

zodat

0 - voor x > X
(2.b.1)  z(x) =

1 voor x i_xo.
We hebben dan dat A = {x | x < x,} < L.
We beschouwen uitsluitend aaneengesloten strategieen, omdat onder zekere
voorwaarden de optimale strategie aaneengesloten is (zie §2.7).

Start met een willekeurige strategie z die aan (2.4.1) voldoet, en
bereken zoals in 1.4 de functie c(z;x). Omdat interventies alleen in L
gedaan kunnen worden hoeven we in de gehele iteratieprocedure geen aan-
dacht te besteden aan punten in LO ) L1.

De toestanden van L behoren tot dezelfde ergodische verzameling in

X zodat we één c-waarde vrij kunnen kiezen. Kies

(2.4,2) c(z;xo) = Q.

Uit (1.4.2) volgt, omdat k(x3z(x)) = t(x;z(x)) = 0 voor x > Xy dat
(2.4.3) cl(z3x) = gb(z;£1) VOOr X > X,
met I, de eerste toestand ¢ A, die het systeem bereikt. .Omdat het sys-

teem echter op L met slechts é&n toestand tegelijk kan teruglopen, en
in het natuurlijk proces lagere toestanden op L met kans 1 in eindige
tijd worden bereikt geldt voor alle x > X, dat ;1 = x, met kans 1. We
hebben dus

(2.4.4)  e(z3x) = 0 voor x > X

Voor een toestand x € A, geldt dat z(x) = 1 en (1.4.2) wordt dan

(2.4.5)  ecl(z3x) = k(x;1) = rlz)t(x;1) + ) P (x) c(z3x+j-1).
J=0
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De kansverdeling van I, is hier al ingevuld. Deze formule is juist voer

1
X = 1y 25 eoey Xqe Voor x = 0 geldt

To (1)
(2.4.6)  c(2z30) = k(031) = r(2)t(051) + )~ p; (1) clz3d).
j=o0 Y
[ ]
Met (2.4.2) vormen de vergelijkingen (2.4.5) en (2.4.6) een stelsel

x, + 1 lineaire vergelijkingen met x, + 1 onbekenden namelijk

0
c(z3;0), c(z31)y ..oy clz3x

0

0-1)‘en r(z). Dit stelsel is een Hessenberg-

stelsel (zie appendix 2) en heeft één oplossing. Bepaal deze oplossing.

2.5 Uitbreiden.

In 2.5 tot en met 2.9 gaan we ervan uit dat de k- en t-functies
zodanig zijn dat k(x,1) - r(z)t(x,1) een monctoon stijgende functie is
in x voér elke strategie z die we tegenkomen. In het loketgeval is aan
deze voorwaarde zonder meer voldaan (zie 3.10), in het machinegeval kan
de voorwaarde tijdens dé iteratieprocedure telkens worden nagegsan. De
onderhavige strategie z wordt nu als volgt uitgebreid.

‘Gezien (2.4.4) volgt uit (1.5.1) met 4 = 1 resp. d = 0

(2.5.1)  c(l.z3x) = k(x,1) —vr(z)t(x;1) VOOT X > X

resp.

e(z3x) = 0 voor x > X..

(2.5.2) c(0.z;x) 0

In overeenstemming met 1.5 kiezen we dus z1(x) = 1 yoor alle x > X

waarvoor geldt
(2.5.3)  k(x31) - r(z)t(x;1) < O.

Voor de overige x > x, kiezen we z1(x) = 0,

0
Voor 4 is nulbeslissing geldt k(x;d) = t(x3;d) = 0, dus uit (1.5.1)

en z(x) = 1 voor x < x, volgt

0

(2.5.4)  c(0.z3x) = e(z3x) = c(1.25%) voor x < X

0
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Dit betekent dat z1(x) = z(x) = 1 voor x < %ge
Omdat het rechterlid van (2.5.3) een monotoon stijgende functie in

> x, z0 dat

x verondersteld is bestaat een getal x 0

1

1 voor X < X
(2.5.5)  z,(x) =

0 VOOr X > X, -

Nu_gelat (zie (1.5.3)):

{
e(z3x) voor x < X
(2.5.6) c(Z3x) =< k(x31) - r(z)t(x;1) voor x5 < X < X,
0 veer x > x4
\
en
(2.5.7) A, ={x | x < x} e L.

1

Door uitbreiden behoudt men dus een aaneengesloten strategie.

2.6 Afkappen.

We kiezen speciale verzamelingen A die voldoen asan (1.6.1) en

waarvoor we (1.6.2) controleren, definieer namelijk

(2.6.1) A, = {x| x Sx ) met x < x,.
Dan is,
i c(z;xa) voor x > x_
(2.6.2) c(A.Z5x) =
' e(Z;x) voor x < X_.

Dit volgt onmiddellijk uit de betekenis van c(A.Z;x) namelijk de
c(%Z,.)-waarde van het eerste punt dat het systeem aandoet in A, als
het start in het punt x en het natuurlijk proces velgt. Als x > X,
dan geldt met eenzelfde redenering als na formule (2.4.3) dat X,

&
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neodzakelijkerwijs het eerste punt in A is. Veor x <xg is de gelijk~c
heid duidelijk.

De eis (1.6.2) komt nu neer op

(2.6.3) c(i;xa) < e(Z;x) voor x. < X < x,.
Als hieraan voldaan is dan is Aa ¢ X(Z). We dienen nu de doorsnede te
nemen van deze verzamelingen, neem dus X, het kleinste getal waarvoor
geldt

(2.6.4) c(%;xa) = min cfz3;x).
15;5;1

Een nieuwe, verbeterde strategie z' wordt dan gegeven door

1 veor x < X
(2.6.5) z'(x) =
0 voor x > Xy
Als bij uitbreiden en afkappen gevenden wordt dat Xg = X, = X dan heb-

ben we de optimale- aaneengesloten strategie gevonden. Dat dit onder een
extra voorwaarde ook de optimale strategie is onder alle stationaire
strategieen wordt in 2.7 bewezen.

Een opmerking over de opeenvolging van uitbreiden en afkappen moet
nog worden gemaakt, in aansluiting ep de mededeling in 1.7. Als x, > x

1 0°®

dus als er echt is uitgebreid, dan geldt in (2.6.3) voor x, = x5*1 het

< teken voor alle x met x,+1 < x < x,. Dit volgt door beide leden ven

(2.6.3) te vervangen doorode in (2.5.6) gegeven waarden en de monotonie
van k(x,1) = r(z)t(x,1) te gebruiken. Dit betekent dat bij het afkappen
hoogstens &én punt van de vorige uitbreiding overblijft. Het kan daarom
de iteratie,veréhellen als pas wordt afgekapt wanneer een uitbreiding

niets oplevert, dus wanneer X, = X, gevonden is.

2.7 De optimale oplossing.

We leggen nu een extra voorwaarde op aan de bedieningstijden

namelijk dat de bedieningstijd met de kleinste verwachting ook stochas-

&
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tisch kleiner is dan de andere. Voor de definitie van het begrip sto-
chastisch kleiner en voor de hierna te gebruiken lemma's en stelling
zie A.1. Onder deze voorwaarde bewijzen we dat de optimale strategie
een aaneengesloten strategie is.

Beschouw een willekeurige,niet—aaneengesloten strategie z. Laat

[x1+1,x0] het laatste interval zijn van A, (eventueel x,+1 = x ), en

0]
laat [x2+1,x1] het daarvdodr komende interval zijn van L - A, (eventu~

eel x,*1 = x1). We hebben dus

1 voor x,+1 < x < x

1 en voor x =

0 X5

(2.7.1)  z(x) =
0 voor x,+1 xZx,.
De overige waarden van z blijven ongespecificeerd. Veronderstel dat AZ

in het punt x. niet kan worden afgekapt (anders is een verbeterde stra-

tegie mogglijg). We nemen aan dat voor z de waarden van r(z) en de
c-functie bepaald zijn zoals beschreven in 1.4, dus uit (1.4.2) en
(1.4.3) met m = 1 en e, = Xy

De functie c(z3x) in de variabele x voldoet aan de vergelijkingen

(A.2.2) als we stellen

c. = c(z3x)

X
péx) = p£Z(X))(x) (voor definitie zie (2.3.1))
k(x,1) - r(z)t(x,1) als z(x) = 1
u:
pe
0 als z(x) = 0
en
n =X,

Stelling A.2 kunnen we dus op c(z;x) toepassen.

We laten eerst zien

(2.7.2)  k(xy1) - r(z)t(x,,1) < 0.
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We doen dit in twee gedeelten. Neem aan dat x1+1 = XO en dat (2.7.2)

niet geldt. Nu is aan voorwaarde (b) uit stelling A.2 voldaan en dus is

c(z;x) menetoen niet-dalend voor x, < x < Xg.
niet kan worden afgekapt geldt dat Ax niet
2
tot X(z) behoort (zie 1.6). Met Ax bedoelen we de doorsnede van A, met
2

het interval [0,x,]. Uit (1.6.2) volgt dan dat er een X > x+1 bestaat

Daar in het punt Xy

2
met

(2.7.3) (A .z3x) > cz3x)."
X
2
Zoals in 2.6 geldt dat het eerste lid van deze formiule gelijk is aan
c(z;xz), terwijl wegens de monotonie van c(z3;x) het tweede 1id groter

of gelijk is 'aan c(z;x2+1). Formule (2.7.3) geeft dus
(2.7.4) c(z;x2Q > c(z;x2+1).

Dit is een tegenspraak met de monotonie, dus (2.7.2) geldt.

Nu het tweede deel: stel dat x,+1 < x,-1. Dan geldt omdat in X

niet kan worden afgekapt dat Ax niet tot de klasse X(z) behoort. Dit

betekent (zie (1.6.2))

0—1

(2.7.5) c(z;x0—1) > e(z3x.) = 0.

0

Formule (2.7.2) volgt nu als we stelling A2c toepassen.

Uit de mbnotonie.van k(x,1) = r(z)t(x,1) en (2.7.1) volgt nu dat
k(x,1) = r(z)t(x,1) < 0 voor alle x S X, en dus is aan de voorwaarde
onder (a) van stelling A.2 voldaan met n, = 1. We weten dan dat c(z;x)
een menotoon niet-stijgende functie is voor 0 < x < Xy en zelfs voor
0 < x < » omdat c(z;x) = 0 veor x > Xy
We zullen nu laten zien dat de strategie verbeterd kan worden.

Laat X een punt zijn met x < x, en z(%) = 0. Dan geldt

(2.7.6)  e(1.23%) = k(x31) - v(2)t(x31) + Eelz;x+k,-1)

(2.7.7)  e(z;x) = Ee(zsx+k -1).

0
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Hierin is_lg_i voor i = 0, 1 een stochastische variabele die het aantal
aankomsten weergeeft gedurende €én bediening volgens methode Mi' Formu~
les (2.7.6) en (2.7.7) volgen door (1.5.1) te combineren met (1.4.2) en
de grootheid I, uit (1.4.2) in te vullen. Bij het bepalen van een ver-
beterde strategie Z, is z1(§) = 1 als (2.7.6) < (2.7.7), dus als

(2.7.8) k(;,1) - r(z)t(x;1) < gc(z;xf50—1) - gc(z;xf51-]).

Nu is hiervan het linkerlid < O wegens monotonie en (2.7.2). Omdat

s, © s, geldt volgens stelling A.1 dat k_ < 54. De functie c(z;;+u) is

-0 =1 0
monotoon niet stijgend in u, dus lemma A.2 kan worden teegepast op
- c(z;§+u) en met lemma A.1 volgt dan

(2.7.9) &c(z;xf50—1) 3_6c(z;xf51—1),

zodat het rechterlid van (2.7.8) > 0 is.
Hieruit volgt dat (2.7.8) geldt, dus z](;) = 1, Daar deze redenering
opgaat voor alle X € L—AZ, geldt dat uit de niet aaneengesloten strate-

gie z een verbeterde aaneengesloten strategie z, wordt gevoenden.

2.8 De benadering.

Nu we weten dat we uitsluitend aaneengesloten strategieén hoeven.
te beschouwen kunnen we zo'n strategie z identificeren met het punt Xqs
dat het grootste punt is waarveor z(x) = 1. Een strategie Z, is optimaal
wanneer er noch kan worden uitgebreid noch kan worden afgekapt (formules
(1.7.1) en (1.7.2)).

Als 2, niet kan worden uitgebreid, dan betekent dat voor het punt Zq

(eindpunt van de strategie), dat z_ het laatste punt is waarvoor (2.5.3)

0
geldt, m.a.w.

(2.8.1) k(zo+1;1) - r(zo)t(zo+1;1) > 0.

Als z. niet kan worden afgekapt, dan geldt dat c(zO;zo) het minimum is

0
van alle c(zo;x), dus dat c(zo,zo—1) positief is, want c(zo;zo) = 0.

Met stelling A.2c concluderen we dan dat
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(2.8.2) k(z0;1) - r(zo)t(zo;1) < 0.

Daar in het loketgeval t(x3;1) voor x > 1 niet van x afhangt kunnen

we dan schrijven

(2.8.3) a(x) = %ﬁ;—‘—}% s

en we weten dan dat a(x) lineair is in x en stijgend voor x > 1. Formu-

les (2.8.1) en (2.8.2) kunnen we dan samennemen tot
(2.8.4) a(zo) < r(zo) f_a(z0+1).

Beschouw nu eens de functie r(x), de verwachte gemiddelde kosten van de
strategie die x als eindpunt heeft. Veronderstel dat r(x) precies één
minimum heeft. Dan kunnen we nagaan hoe in de iteratie het optimum wordt

gevonden. Laten gegeven zijn r(x) en a(x) voor alle x € L.

XK (x)

r(x)
o (x) =v(Z,)

d"(x) = r(Z», )

X —
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We tekenen gesloten lijnen en krommen, maar bedenken dat het alleen

gaat om de gehele punten.

1. Start met een straﬁegie Z,.

2. = Bepaal a(z1) - r(z1) en trek de lijn o(x) - r(z1) evenwijdig aan
a(x). De grootheid a(x) - r(z1) is k(x3;1) - r(z1)t(x;1) uitgedrukt
in de eenheid t(x3;1).

3. Bepaal een verbeterde strategie Zse Deze strategie voldoet aan
a(zg) - r(z1) < 0 en als z, > z, ook aan 0 j_a(22+1)—r(z1). Verder
weten we dat r(z2) 5_r(z1).

b, - Als z, # z, begin dan weer bij 2.

1

5 Als Z, = 2 dan is z, =

1 1 Zq optimaal.

Daar de verzameling der strategie&n discreet is, zal z. na een eindig

0
aantal stappen bereikt zijn.

2.9 Omschakelkosten en andere opmerkingen.

Tot nu tee hebben we verondersteld dat het omschakelen van methode
Mi nsar Mj geen extra kosten met zich meebrengt. De toestand waarin het
systeem zich bevindt geeft geen uitsluitsel of er bij de aanvang van
een nieuwe bediening omgeschakeld wordt of niet. Om toch deze kosten in
de beschouwing te kunnen betrekken veranderen we daarom de toestands-
ruimte. We zullen dit beschrijven voor het geval k = 2. Neem

(2.9.1) X=LulL'u Ly U Lys

waarin L en L' hetzelfde zijn als L in (2.2.1) en L_ en L1 gedefinieerd

zijn als in (2.2.2). °
Het natuurlijk proces verloopt hetzelfde als in 2.3 beschreven is,
behalve dat na een bedieningsperiode het systeem vanuit L, steeds te-
rugspringt naar L' en vanuit LO steeds naar L, Op deze manier onder-
scheiden we op het moment van beslissen of de zojuist beeindigde be-
diening ?élgens methode MO of M1 geweest is. Zowel in L als in L' kan
beslissing 1 worden genomen met de veoor de hand liggende betekenis.

Kies weer Ay = {0} = L. We moeten nu veoor alle punten x ¢ L en x' € L'

2
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k(x,1), k(x',1) t(x;1) en t(x';1) bepalen. Met k(x;1) en t(x31) geven
we de waarden aan van de k- en t-functies zeals die in hooefdstuk 3 en

hoefdstuk 4 Zijn bepaaldHet is duidelijk dat evergangskosten geen in-

vleed hebben op de t-functie. We hebben dus

(2.9.2)  t(x31) = t(x';1) = t(x;1) voor x > 0.

Laten de overgangskesten van methode M. naar Mj eij zijn (1,3=0,1)-
Er geldt den

k(x31) = k(x31) *eg, toeg veor x > 0
(2:9.3)

k(x"31) = k(x31) voor x > 0.

Bij deze. toestandsruimte meeten we iets ingewikkelder strategie&n be-
schouwen namelijk functies z, gedefinieerd ep L U L', met waarden O
(= nulbeslissing) of 1. Hiervan bescheuwen we de aaneengesloten strate-

gieén van de verm

(
0 veer x > X,

(2.9.4)  z(x) =4
1 voor x < X

\

(
0 voor x' > xj
1 voor x' j_x;

met Xy S Xqe

Dit levert verder weinig extra moeilijkheden en we zullen dit dan ook

niet nader uitwerken.

In de oersproenkelijke opzet zijn er geen kosten wanneer het loket
leeg is. Deze kosten kunnen gemakkelijk worden meeberekend. k(0;1)

wordt dan groter.
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Voor de aardigheid kijken we even naar een loketprobleem waarin
twee bedieningsmetheden mogelijk zijn die gelijke verwachting hebben
. De

maar verschillende variantie. Laat €s) = ¥s, en var g) < ver s

0 1
optimale strategie bestaat er dan in steeds de ene methode te gebruiken .

en nooit de andere. Welke van de twee gebruikt wordt hangt af van de

- kosten van de bediening. Uit (3,10.6) en (3.10.5) vinden we dat

t(x31) =

|
(@)

VOoOor X 3_1

(2.9.5) A, var s, - var s

2 1 -2 Es,

0

k(x3;1) = b . +c

1—00 voor x > 1.
k(x3;1) is dus enafhankelijk van x voor x.> 1, en uit §2.5 en 2.6 blijkt
gemakkelijk dat we methode M_ (met de kleinste variantie) gebruiken als
k(x;1) > O en M

als

0

1 als k(x,1) < 0. Uit (2.9.5) velgt dat k(x;1) > 0 is

var s, - var . s
24 20

1-218s,

(2,9.6) e¢.-c¢ <b.—2—.

De methode met de kleinste variantie mag dus nog iets duurder zijn dan

de andere en kan dan nog goedkeper uitkomen.
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Hoofdstuk 3. Berekening van de k- en t-functies voor het loketprobleem.

3.1 Een paar opmerkingen veoraf.

Voorafgaande aan de afleiding van de formules voor de k- en t-
functies gevén we eerst een overzicht van de voorkemende stochastische
variabelen en enige van hun eigenschappen die we veor die afleiding
nodig hebben.

We verkeren in dit heefdstuk in de situatie van het loketprobleem
met twee bedieningsmethoden MO en M1, waarbi] MO de "snelle" methode is.

" De k- en t-functies voor het algemene geval met k (k>2) bedienings-
methoden volgen op analoge wijze (vervang "i=0,1" overal doeor

Mi=0,1,25000,k=1").

3.2 De bgdieningstijden.

We bekijken eerst de bedieningstijden. Met 8; wordt .de lengte van
een bedieningstijd veolgens methode Mi aangegeven voor 1 = 0, 1.
o 0 5, onderling enafhankelijk (o.0) zijn met
respectievelijke verdelingsfuncties B

We nemen aan dat g

o B B1, waarvoor geldt

def

Bi(O-) — lim B.(h) = 0, voor i = 0, 1.

nto’

We nemen verder aan dat van beide het tweede moment bestaat, dus

g5 =f s2aB, (s) < =,
-1 0 1

en bevendien dat geldt

0 < EEO = f sdB(s) < Jm sdB,(s) = Es, < =,

3.3 Het aankomsténproces..

De klanten komen velgenskeen statienair Poissonproces met intensi-
teit A > O aan bij het loket. Dit wil het volgende zeggen. We definidren

eerst

&



2k

0 . voor k = 0
T def“4
“k = .. . de .
het tijdstip, waarop de k  klant né.lO bij
khet loket arriveert, veor K = 1y 24 vee o

Vervolgens definiéren we de tussenaankomsttijden

def
T

By = Ip T Iy oo voor k

i
—
-
N
(']

zodat

|
.
\V]

-

k
(3.3.1) 1z = ) a. R voor k =

De ‘stochastische variabelen 2y zijn o.0. en hebben allen een exponen-

ti8le verdeling met parameter A, dus voor k = 1, 2, ...

0 , t <0
a(t) ¥ pla, <t} =
g _.k — _At
1-¢e "0, t > 0.
Uit de onderlinge onafhankelijkheid der a, en (3.3.1) volgt dat de T
een gammaverdeling hebben, dat wil zeggen, dat voor k = 1, 2, ... geldt
t .
Pl <t} ='J fk(r)dT, voer t > O,
0
waarbij
k-1
_ (1) ~AT
(3.3.2) £ (1) = G ¢ voor T > O.

Bekend is verder dat, als we met‘g(t) het aantal klanten aangeven

dat in [0,t] bij het loket arriveert, dus

k(t) = max{k | =

K S t},

dat dan g(t) een Poissenverdeling heeft met parameter At, zo dat

k
eflt (A%)

P{k(t) = k} = o

voor k = 0, 1, 2, ... en t > O,
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We maken nog een aantal opmerkingen over het Poissonproces (c.q.

de exponentiBle verdeling).

a) De exponentiéle verdeling heeft als enige continue verdeling de

eigenschap, dat de stochastische variabele =t - t (dus de

—k(t)+1

tijd, die men na het tijdstip t moet wachten tot de eerstvolgende
binnenkomst) weer een exponenti&le verdeling met dezelfde para-

meter heeft.

b) Er geldt voor ieder natuurlijk getal n en elk n-tal reéle getallen
tes tzf voey tﬁ met O Sk, < t2 < vas < tn'< = dat de stochastische
variabelen k(t,) - g(tj),‘g(t3) - k(t,), cees K(t ) - g(tn_1) on-
derling onafhankelijk zijn (k(0) is hierbij identiek © veronder-
steld).

c) Tenslotte geldt dat het aantal klanten dat in een willekeurig
tijdsinterval ter lengte t binnenkomt dezelfde verdeling heeft als
k(t), dus veor t,s > O enk =0, 1, 2, ... geldt

P{k(t+s) - k(s) = k} = P{k(t) = k}.

Zie voor het Poissenproces en zijn eigenschappen bijv. [4], ch. I 3,4
en ch. VI, 4,

3.4 Het aantal klanten dat in een bedieningstijd binnenkomt.

Op 3.2 aansluitend defini&ren we Ei als het aantal klanten dat ge-
durende 5 binnenkomt, vooer i = 0, 1. Met behulp van de eigenschappen
van het Poissonproces vinden we de kansverdeling vanki gemakkelijk. Er

geldt namelijk

Bovendien geldt
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(3.5.1) €k, =.A€_s,_i
en

(3.4.2) Egi(gd_1) - A2S§§;

s

Ten einde ervan verzekerd te zijn dat het loket in een eindige
tijd "leegloopt' (en dus elke klant met kans 1 een eindige wachttijd

heeft) nemen we voor eens en voor altijd BO en A z06 dat

1.
0 < lﬁgo <

3.5 Een "busy period".

b, is de tijdsduur ven een zgn. "busy periocd", waarin de eerste
klant .geholpen weordt veolgens bedieningsmethode Mi en alle volgende

klanten volgens methede M, dus t. is de totale tijdsduur vanaf de

O’
binnenkomst-van de eerste klant (onmiddellijk daaraan veerafgaende was
het loket dus leeg) tot het moment waarop daarna het loket voor het

eerst leeg kont.

Om -de verwachting van Ei te berekenen passen we een kunstgreep van.
Takécs toe,

Eerst merken we op dat de totaaltijd L, niet beinvloced wordt door
verandering van de bedieningsvolgorde, nadat de eerste bediening vol-
tooid is. We wijzigen deze nu zedanig dat steeds de laatst binnengeko-
mende het eerst wordt bediend. Laten in de. eerste bedieningstijd van
Ei’ dus die volgens methode Mi’ Ei klanten binnenkomen, genaamd

A1, AQ, ey AEiT.Deze‘klanten zetten we apart en Ahi wordt dus als
eerste geholpen. Kemen in zijn bedieningstijd klanten binnen dan deen

we weer hetzelfde, we zetten ze apart en helpen de laatstbinnengekomene

als eerste, enz, De tijd die nodig is em Ak en allen die na hem bin-
=i

nenkomen te helpen tot het moment, waarep alleen nog A1, A2’ ooy Ak 1
(-15.) .-
. Onmiddellijk daarna wordt Ak .1 geholpen en
_.i
al diegenen die in zijn bedieningstijd binnenkomen, en die in de daarop

wachten, noemen we EO

&
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velgende bedieningstijden, steeds de regel volgend dat de laatstbinnen~
gekomene het eerst wordt bediend. De tijd die verstrijkt vanaf het begin

van de bediening van Ak -1 tot het moment waarep alleen nog
=i (k.-1)
=i

0

de tijd aan die verstrijkt tussen het

A1, A2, ""'Ak - staan te wachten noemen we t
—i

Algemeen geven we . met EéJ)

begin van Aj's.bediening en het begin van~Aj_ 's bediening

. 1
(35243504 5k; ) Met 1‘:(() )

begin van de bediening ven A, en het moment waarop het loket leegkomt.

1
geven we de tijd aan die verstrijkt tussen het

Omdat de klanten volgens een Poissonproces binnengekomen zijn, zijn

voor vaste k (k is een natuurlijk getal) 30, Eé1), Eée), ...,'Eék) O,

gelijkverdeelde stochastische variabelen (zie 3.3 a)).

(228

We ‘kunnen dus kenkluderen dat veer i = 0, 1

(k) (k.-1)
= =i =i (2) (1)
—l~‘s—l+10 +£O +".‘+_t.o +_t_0 ]
zo dat met (3.4.1) volgt
€1, = Bay +Exy - B
of
Es
= —20
(3.5.1) EEo T 1-1Es
=0
en
2€s. 5 €s
_ : Y =1 =0 _ =
(3.5.2) 531 =&s, +E_1_;_1 83-10 €_§1 + s, " s,

3.6 De bedieningskosten gedurende Ei'

De kosten van bediening gedurende_jgi geven we aan met <5 (i=0,1).
De verwachting van c. kunnen we analoog als in 3.5 berekenen. We-her-
inneren er nog even aan dat de kosten van &&n bediening volgens methode
Mi ey bedragen. Dit geeft voor i = 0, 1
(&) (k;~1)

(2) , (1)
+ EO + oea +‘EO + EO N

|
H
=
ép
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(3) (3)

waarbijigo de bedieningskesten gedurende‘go zijn (j=1’2""*5i) en
voor elk vast natuurlijk getal k EO,Agé1),‘g(2),,..., Eék) 0.0, gelijk-

verdeelde stochastische variabelen zijn. We vinden zo

Ego =cyt 550 eEO
of
%0
(3.6.1) E'EO =_T_R§—5
en
¢ cOAQ§1
(3.6.2) 521 = c, +Ck, 530 =c, + T:XEEE .

3.7 De wachttijdkosten gedurendelgi.

De totale wachttijd gedurende Ei (dit is de totaaltijd van wachten
en bediend worden van alle klanten die zich gedurende t. in het systeem
bevinden) geven we aan met m. . (Ter herinnering: de produktieverlies-
kosten zijn op b per tijdseenheid gesteld, zo dat de wacht?ijdkesten
(3) de totale

0
Uﬂﬁvugﬁam.%kmmnmvwr%de

gedurendev_'l:__i bgi zijn.) Analoog met boven geven we met m

wachttijd gedurende EéJ)

volgende formule opschrijven
o0 k . k .
- + .05 (§) , 7o (3)
(3.7.1) my =8 + ) (s-m)” + T my”’ + T (3-1g",
k=1 321 j=e

.. .. . . d
waarbl] Iy het tijdstip 1s waarop na het begin van_1_;.i (of_gi) de k €
klant bij het loket arriveert en t¥ voor elk reZel getal t dat gedefi-

nigerd is deor
. .
(3.7.2) t = max(0,tJ.

Wederom geldt dat voor elk wvast natuurlijk getal k
(1) _(2) (k)

ys By s Wy s eees B

belen zijn met dezelfde kansverdeling.

onderling onafhankelijke stochastische varia-
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Het volgende plaatje illustreert (3.7.1) enigszins.

T aantal WMAWM
voor het loket

-
h a)
-
L % z, . 2) 7>
€ 3 %, Efé) t, 2,0 t>
5 e

fig. 3.1 m, is "de oppervlakte onder de kromme"

o«

We berekenen nu eerst fﬂ Z (s.=7
k=1 -1 —~k
Zoals in 3.2 is opgemerkt heeft I, een gamme verdeling. Met (3.3.2)

)+

volgt nu voor i = 0, 1

-} <] S oo
4
(3.7.3) 61{21' (s;-1,)" = fo fo k; (s-7)f, (1)draB, (s) =

€s°
-1

o>

= Aj j (s-T)deBi(s) =3 f s dBi(s) =
<00 0

Nemen we nu in (3.7.1) de verwachting en substitueren we daarin (3.7.3),

(3.4.1), (3.4.2) en (3.5.1) dan krijgen we

+ 8k . Em + ek (k1) te,,

e - Aeg 2
Cgb = &g +=Es o t 3 &K

0 2 =0

of



G _ 1 ¢ A 2 L(g 2 -0
(3.7.4)  &m, = e, sy * 38+ 37 b5 Tl?ci'g'g}
€s Aﬁse
20 20
1-Ats, 2(1-18s,)°
en
(3.7.5) fm, =&, +265° +bx tn + L8k, (k-1) 8t =
1 By 5 88 T ME T AR By T T MR 20
s A26s 8s2 A?iszﬁs
-1 + _)L ’52 - -1 -0 + -1 —0
Mg, 2 2(1-1s,) 2(1-2%s)
5§1 Aﬁgf A2€§4Q§g
= + + =
1-Msy - 201-A8g) 2(1-28s,)°
' 2..2/0 224 g 2
i ﬂ§1 , Ag§1+x (&§1Q§O-ﬁ§0ﬁ§1)

3.8 Het produktieverlies gedurendelgi.

—

E&(X) is de totale wachttijd in een bediening volgens methode Mi’
terwijl er bij het begin van die bediening x wachtende klanten zijn
(d.w.z. x - 1 "echte" wachtende en één die bediend wordt), voor

x=0y 1,2, ... eni=0, 1. Met (3.7.3) volgt onmiddellijk, daar

o +
v.(x) = xs; + ) (gi—rk) R
k=1
dat

(3.8.1) 63&(x) = x&gi + % ggi .

3.9 Het produktieverlies in de tijd om van x naar x-1 wachtende klan-

ten te komen.

gi(x) geeft voor x = 1, 2, ... de totale wachttijd vanaf het moment
dat er x wachtende klanten zijn, terwijl er juist een nieuwe bediening
volgens methode Mi is gestart en alle volgende bedieningen volgens metho-
de M0 gebeuren, tot het moment waarop er daarna voor het eerst x-1 wach-

tende zijn, dus'gi(1) = m..
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1 aantal wockdenclin
Yoor bet lodet

l

- ol
5.
“e
) ;é.' o
(A
fig. 3.2 ‘gi(x) is "de oppervlakte onder de kromme"
Men ziet gemakkelijk dat voor gi(x) geldt
gi(x) = (x—1)§i +m., voor x =1, 2, ... en i =0, 1,
zodat er volgt
Egi(x) = (x—1)&§i + ﬁgi.
Met (3.5.1), (3.5.2), (3.7.4) en (3.7.5) vinden we
2
x€s A=,
(3.9.1) Emy(x) = T5g eo 2
=0 2(1-A 50)
en
xg§1 A€§f+xe(&§§ﬁ§1—§§oﬁ§f)
(3-9'2) Eo‘i-l(x) = 1_)\65 + . N 2 9
20 2(1-)is,)

VOOr X = 1, 24 ceeo
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3,10 De formules voor de k- en t-functies.

We definiéren ten slotte voor i = 0, Tenx =1, 2, ... Ei(x) als
de tijd die verstrijkt vanaf het moment, dat er met x wachtende klanten
een nieuwe bediening VGlgens methoede Mi begint, tot het moment waarop
* het loket daarna veor het eerst leegkomt, terwijl alle bedieningen, die

" op de.eerste volgen, met methode M_ gedaan worden;‘§1(0) nemen we gelijk

aan T, +}E1(1), waarbij 1, de tijdois, die we moeten wachten tot de
eerste klant binnenkemt vanaf het moment, waarop het systeem leeggekomen
is, terwijl we EO(O) = 0 nemen.

Met Ei(x) geven we de kosten gedurende Ei(x) aan (EO(O) = 0).

Voor x = 0y 1, 2, «.. 2ijn de k- en t-functies nu gedefini&erd door
(3.10.1) k(x31) =&, (x) - €k (%)
en
(3.10.2) t(x31) = €&, (x) - €& (x).

Er zijn twee processen die steeds bekenen worden: een 1l-proces en
een QO-proces. Beide starten met x wachtende klanten. Bij het l1-proces
wordt alleen de eerste bediening volgens methode M1 gedaan en alle vol-
gende volgens methode MO’ terwijl bij het O-proces steeds met methode M0
gewerkt wordt. Beide processen zijn afgelopen zodra er geen klanten meer
voor het loket staan (zie 1.3 en 2.2). Daar beide processen "identiek"
zijn, zodra er in beide processes nog slechts x-1 wachtende zijn, redu-
ceren we (3.10.1) en (3.10.2) tot

b(€g1(x)—ﬁgo(x)) + 631 - 630, voor x

1]

—
w

n
-

°

-

.

k(x31)

(3.10.3)

k(O;T) = bE_’gl +((,‘/£1
en

t&ﬂ)=831~&%s VOOr X = 1y 25 4.
(3.10.4) ‘

t(031) = &z, + &,.
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Substitueren we in (3.10.3) en (3.10.4) de formules (3.5.1), (3.5.2),
(3.6.1), (3.6.2), (3.7.5), (3.9.1) en (3.9.2), dan vinden we, daar

1
txy =5
Es K€s2+A2(5s2€s -&s 652) c Ms
(031) = bl 4 0217202 o, S0t
> 1-Ats . 2 1 1=A&s
20 2(1-A€_s_o) , =0
(3.10.5)

&§1—g§0 K(a§§—%§g)+A2(g§g€§1—iﬁoi§§)

k(x;1) = bix by - - +
1-Mg, 2(1-A£§O)2
AE§1-1
+ e, + e X= 1, 24 40
A s s S
1 01 =P
Es €s.,-Es
£(031) %‘+ ;gs = =z = 4 15 :
=My 1-Ats A(1-) ,go)
(3.10.6) ’
Ls, -€s
t(x;1) = —:1F4:9 x =1, 2
9 1_)\9‘8-0 1] -] 9 LI ] .
We merken tenslotte op dat voor x = 1, 2, ... t(x;1) konstant is,
dat geldt

k .
—‘-L-'téz;::g" = bx + Bg

met B een konstante, onafhankelijk van x, en b natuurlijk groter dan O,

en dat de functie
k(x31) - r(z)t(x;1)

lineair en stijgend voor x = 1, 2, ... is, daar r(z) konstant is.
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Hoofdstuk 4. Berekening van de k- en t-functies voor het machineprobleem.

h.j Inleiding.

Aansluitend aan het vorige hoofdstuk leiden we in dit hoofdstuk
stelsels vergelijkingen af met behulp waarvan de k- en t-functies te be-
palen zijn voor het machineprobleem met N machines en twee bedienings-
metheden., We zullen dezelfde: weg bewandelen als in hoofdstuk 3 en eerst
de voorkomende variabelen en enige van hun eigenschappen opsommen.

De situatie waarin we dus verkeren is die van een bedrijf met N
machines waarvan de looptijden onderling onafhankelijk zijn en die elk
een exponentiéle verdeling hebben met dezelfde parameter u > 0. Zodra
een machine stuk gaat wordt die, als de reparateur vrij is, gerepareerd,
en als de reparateur’mét een reparatie bezig is, in een wachtrij gezet.
De machines worden dan gerepareerd in velgorde van stuk gaan. Zedra de
reparatie van een machine voltooid is, begint de machine onmiddellijk
weer met zijn werk, waarvan de duur weer exponentidel verdeeld is met

dezelfde parameter.

4.2 De reparatietijd.

Zie 3.2 en vervang bedieningstijd door reparatietijd.

4,3 De tijdsintervallen tussen de mementen waarop machines defect raken.

Voor x = 1, 2, ..., N-1 geven we met a(x) de tijd aan die verstrijkt.
vanaf het moment waarep een machine stukgaat, waardoor het . .aantal defecte
machines op x gekomen is, tot het moment waarop er daarna weer een machi=
ne stuk gaat, gégeven dat er tussentijds geen reparatie klaarkomt. Met
a(0) geven we de tijd aan die verstrijkt sinds het moment dat er een re-
paratie voltooid is, waardoor alle N machines weer in bedrijf zijn tot
het moment waarop de eerste machine defect raakt.

Voor we de verdeling van g(x) geven, noemen we nog even de volgende
eigenschap van de exponentiéle verdeling. Als x een stochastische varia-

bele is die exponenti&el (u) verdeeld is dan geldt voor t,t >0

0

&
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\ Plt <xstt } e'”to_e"“(to*t)
> = = — =
e

Voor de loeptijd van een machine kunnen we dit als volgt interpreteren:
Gegeven dat de machine al een tijd to heeft gelopen dan is de resterende
looptijd ervan weer exponehtiéel verdeeld met dezelfde parameter.

Met behulp van deze eigenschap is de verdeling van a(x) niet moei-
1ijk meer. De eventualiteit {a(x) > t} treedt dan en slechts dan op, als
de resterende looptijden van de N-x niet-defecte machines alle langer

dan t zijn, zodat
(b.3.1)  Plalx) » t} = (e7Mh)Fx o ~wt(N-x)
voor X = 0, 1, 2, «ssy N-1, £ > O.
Uit (4.,3.1) volgt dat voor x = 0, 1, 2, ..y N-a
0] N voor t < O

P{a(x) < t} =

1 - e—“(Néx)t, voor t > 0.

L.L Het aantal machines dat ,in een reparatietijd defect raakt.

Het santal machines dat in een tijdsinterval ter lengte t kapot
gaat, terwijl er aan het begin van dat tijdsinterval x (x=0,1,25+..,N-1)
machines stuk zijn, gegeven dat er geen reparaties intussen veltoeid

worden, noemen we k(t,x). De kans dat een machine stukgaat in een tijds-
—ut, z6 dat k(t,x) een binomiale verdeling

Ut. We vinden zo

interval ter lengte t is 1.- e

heeft met parameters N - x en 1 - e
(hh1)  Pla(t,x) = kb = (FF)(12e7H)k u-x)t

voor k = 0y 1, 2, ¢+ N=-X3
x=0, 1, 2, s0e, N=13
t > 0.
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k(t,N) definideren we identiek 0 voor alle t > 0.

Voor x = 1, 2, «..5 N-1 is k.(x) het aantal machines dat in een
reparatietijd volgens methode M, (i=0,1) defect raakt..gi(o) nemen we.
gelijk aanigi(1).

Met (4.4.1) volgt de verdeling van k,.(x) onmiddellijk.

L
{ . =
Pl({l)(x) det Plx, (x) = K} = J (N;C)“_e-ut)k e—ut(N-x)dBi(t),
0
voor k = 0, 1, 2, +..4 N=Xx3
X = Ty 25 veey N-1;
1= 0, 1.
(1.2) < 200 % bk, (x) = 10 = (P (1),
voor k = 0, 1, 2, ..., N=1;
i=0, 1.
p ) T pix, (w) = 0} = 1,
voor i = 0, 1.
\

4.5 Laplace-Stieltjes-getransformeerde.

def

lim F(h) = 0 noteren we
v ht0
de Laplace-Stieltjes-getransformeerde met %. ¥ is voor komplexe T met

Van een verdelingsfunctie F met F(0+)

Re 1 > 0 gedefinieerd door
(4.5.1) ¥(1) = J e ¥ ar(x).
-0

ﬁi is dus netjes gedefinieerd (i=0,1).

Zo volgt uit (4.4.2) bijvoorbeeld
(1) -
en

€§ﬁ(x) = (N-x)(1—§i(u)), voor x = 1, 2, ..., Neni=0, 1.
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Opmerking b4.1

. A .
Indien u = §> Voor een A > 0, dan volgt met behulp van de stelling

van Lebesgue over gemajoreerde kenvergentie

. o k .
Lim pl({l)(x) _ J It _%Q_ . () = Pkl)’
N>oo ‘ 0 -

voor x = 0, 1, 25 ..

wat ons in de situatie wvan hoofdstuk 3 terugbrengt.

4,6 De werktijd tot een lege reparatielijn.

Ei(x) is de tijd van het moment, waarep een reparatie volgens
methode Mi begint (i?0,1), terwijl er x machines defect zijn, en terwijl

alle volgende reparaties met methede M. worden gerepareerd, tot het

0
moment waarop daarna alle machines weer in bedrijf zijn. We krijgen zo

t,(0) =0
Ei(x) =8 * &, (xf&i(x)—1), veor x = 1, 2, ..., N en i=0, 1.

Voor de verwachting van Ei(x) vinden we dus

tt.(0) = 0
(4.6.1) 4

&s. + Nix p(i)(x) €t (x+k-1)
=i k =0 >

Et.(x)
=0 k=0

voor Xx = 1, 2, «v.y Neni= o0, 1,

Schrijven we A voor de matrix



. . - N_ ]
: -2,0)(2)
T —p§?;(3)

. . 1—p1 (N=-1)

t voor de getransponeerde van de rijvektor (Eto(o),azo(1),...,&EO(N)) en
s voor de getransponeerde van de rijvektor (O,Ego,&go,...,&go), dan
luidt (L.6.1) in deze vektornotatie

(4.6,2) At = s,

Een eenvoudige berekening geeft dat

N-1
det A= 1T péo)

x=1

(X) > 0,
zodat (4.6.2) en dus ook (4.6.1) voor i = 0 precies één oplossing heeft.
Zie ook aanhangesel A.2. Is (4.6.1) voor i = O opgelost dan kunnen we

met (4.6.1) voor i = 1 624(x) voor x = 1, 2, ..., N berekenen.

4.7 De reparatiekosten gedurende Ei(x).

Definiéren we gi(x) als de kosten voor de reparaties gedurende

Ei(x), voor x = 0, 1, 2, .+sy N en i = 0, 1 dan vinden we analoog met

1}
o

&gi(O)

N- .
Ci + ZX Pl({l)(x) E_Qi(X+k-1)s

R &Ei(x) L

voor x = 1, 2, +.e, Nen i =20, 1,
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waarbij ¢, de kosten van een reparatie volgens methode M, is., Voor i = 0
vinden we uit (4.6.1) en (L4.7.1)

c
(4.7.2) &Eo(x) = E:% . &EO(X), voor x = 0, 1, 2, «e.y N,

en met behulp van (4.7.1) voor i = 1 is ‘31(x) voor 1 = 0, 1, 25 40ss N

te berekenen.

4,8 Kort intermezzo.

In dit paragraafje leiden we een resultaat af dat in paragraaf 4.9

gebruikt zal worden

Veronderstel dat Xys Xy eevs X €€D rij 0.0. stochastische varia-

k
belen is met de volgende kansverdeling

0 x <0
P{Ej < x} = x s VOOr Aj >0, J =1, 2, vass K.
1-e 9 x>0

We beschouwen hier alleen het geval Ai # Aj voor i # j.

Definiéren we

s X:s VOOor jJ = 1, 24 «eey k
dan is de simultane dichtheid van (s;,85s.:+55,)
“A 5 k=1 ~{(A.=A. .)s.
(4.8.1) e Bk g o g+ J, voor 0 < s, < S, < ... <8, <
: S8 2% e 28
J=1 '
waarbij
k
e B
j=1 ¢

De marginale dichtheid van s, is dan
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(4.8.2)
s, fs S., [S -As. k =(x.=X. .)s.
j k f k-1 ces f 3 J 2 e Kk g e 9 I+ ds1ds2"'dsk-2dsk_1 =
o Jo o ‘o 3=1
-\
ko 3%k
= A .21 . voor 0 < s < .
= (a.-nL)
. 1 J
i=1
i#]

4,9 Het produktieverlies gedurende s..

———

Xi(x) is de totale wachttijd gedurende 5; met x defecte machines
bij het begin van s., voor x = 1, 2, ..., N en i=0, 1. Voor_zi(x) .

geldt nu de volgende formule

N-x +
(4.9.1) v, (x) = xs; + kz1 (s5-Dy(x)) 7,
waarbij

k
b, (x) d:? .2

alx+j-1), voor k = 1, 2, «v., N-x,
J=1
zodat Ek(x) het tijdstip na het begin van s; is, waarop de k% machine
gedurende‘gi defect raakt, met x defecte machines aan het begin van 5;»
gegeven b, (x) < s..
We berekenen eerst de verwachting van de tweede term in het .

rechterlid van (4.9.1). Daartoe merken we op dat, als we in 4.8

Aj = u(N-x-j+1) nemen, dat dan yk(x) en s, dezelfde verdeling hebben.

Laat gk(T,x) de dichtheid van Ek(x) zijn. Deze is dan, zoals met (4.8.2)

volgt
) = oF e §
it W-x-¥x)! L.~ . K
Ty I (3-1)
i=1
i#]
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We vinden zo, met definitie (4.5.1)

(4.9.2)

N-x + J'Oo JS N-Z-X v
6k£1 (85-b, (x))" = (s-T)g, (r,x)draB, (s) =

0“0 k=1
®© 3 N-x-1
= ex) [ [ (eer) weH R gy (B (LMK rap (5) =
‘0’0 : k=0
f° 5
= (N-x) ] (s~T) per(N—x)T euT(N_x_”deBi(s) =
670
[® (s © -Us
= () | ) (eem) ue™" aras, (s) = (N-x) [O (s- 122—) a8, (s) =
J-ﬁi(u)
= (N-x) (E_s_i— —).

Nemen we nu in (4.9.1) de verwachting en substitueren (4.9.2), dan vinden

we

1“Bi(U)
(’4.9-3) ﬁy_l(x) = X?'g'l + (N—x)(ﬁgi— ——-—u——'),

voor x = 1, 2, 4.y Neni=20, 1,
. A .
We merken nog op dat, als u = I met Lebesgue's stelling over ge-

majoreerde konvergentie volgt

lim.&zi(x) = xigi + %‘fgi, voor alle natuurlijke x,

el

wat in overeenstemming is met het resultaat van 3.8.

4.10 Het produktieverlies gedurende Ei(x).

Tenslotte definiéren we gi(x) als het totale produktieverlies ge-

durende Ei(x), voor x = 0, 15 0., N en i = 0, 1,

&
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Ten duidelijkste geldt nu voor‘gi(xf

m.(0) =0

m, (x) = v, (x) + m(x+k; (x)-1),

0
voor x = 1, 2, ..., Neni=0, 1.

Voor de verwachting van m.(x) vinden we dan met (Lk.9.3)

ﬁgi(O)

=0
(4.10.7) 1‘§i(“) 1—§i(“)
F-I_n_i(x) = N(E_S_i— ——u—'—“) + x ———J—— +
p,  (x) &m (x+k-1),

k=0

voor x = 1, 2, +..s Neni=0, 1,

Voor i = 0 geeft (4.10.1) een stelsel vergelijkingen, dat precies &én
oplossing heeft, daar de matrix A weer optreedt (zie 4.6). Vervolgens

kunnen we dan met (L4.10.1) voor i =1 €g1(x) berekenen,

4,11 De "formules" voor de k- en t-functies.

Op analoge wijze als in paragraaf 3.10 is gebeurt, met dezelfde
overwegingen als daar zijn gegeven, kunnen we nu, de bovenberekende ver-
wachtingen gebruikend, de volgende formules opschrijven, met behulp waar-
van de k- en t-functies kunnen worden berekend.

Er geldt namelijk (vegl. (3.10.3) en (3.10.4))

k(031)

]
(e
1B
—~
3
—
+
™
[2]
-
—
N
~

(h.11.7)
k(x31) = p(Cm, (x)-fmy(x)) + e (x) - Eey(x),

en
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t(031) =Talo) + &, (1)
(L.11.2)
t(x;1) = E§_1(X) - E}_O(x),
1

waarbij £a(0) = o

voor x = 1, 2, ...
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Hoofdstuk 5. Enige numerieke resultaten.

Op Honeywell-Bull-timesharing werd voor enkele gevallen de optimale

strategie berekend.

5.1 Een loketprobleem met twee bedieningsmethoden,

De volgende gegevens werden gekozen:

Ao=1 (parameter van het Poisson-input-proces)
b = 0,1 (wachttijdkosten per man per uur)

cy =5 (kosten van &&n bediening volgens MO)

c, =2 (idem volgens MT)

5, : Homogeen verdeeld over [0.5, 1] (tijdsduur MO)
s. : Homogeen verdeeld over [0.5, 1.5] (idem M, ).

1 1

Gevonden werd:

X k{x;1) t(x31)
0 "1 23.0833 5
1 2.3167 1
2 2.&167 1
3 2.5167 1

(verder is k(x3;1) lineair en t(x;1) constant).

We beschrijven. verder schematisch het verloop van de iteratieprocedure
(zie schema 1). Opgemerkt kan worden dat inderdaad tweemaal niet is af-
gekapt nadat er echt is uitgebreid. Daar door kon het aantal iteratie-

(

slagen beperkt blijven tot U4, anders zou de verbeterde strategie z11) in
stappen van 1 naar de optimale zijn gewandeld (zie opmerking in 2.6).
Schema 2 geeft voor de volledigheid en ter illustratie de c-functie bij

elke stap.
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Schema 1.
ultbreiden afkappen
iteratie z(x) = r(z) = zi(x) = z'(x) =
P 3.49223 ol niet af-
0 x>3 0 x12 gekapt
1 x<12 1 %<7
3.19810 z2(x)
0 x>12 0 x>7
ot 3.18838 1w niet af-
0 =7 : 0 %9 gekapt .
1 %<9
3.16731 z(x) z(x)
0 x>9
Schema 2.
X c(z(1);x) c(z(2);x) c(z(3);x) c(Z(h);x)
0 13.9038 24,2015 27.2760 29,2899
1 7.10608 16,2272 19.2628 21,1924
2 2.54450 9.95123 12.9300 14,7364
3 0 5.18889 8.09293 9.73722
i 0 1.75560 4,56695 6.01021
5 0 - 0.53328 2.16738 3. 37077
6 0 - 1.8623L4 0.70870 1.63429
T 0 - 2.11621 0 0.61617
8 0 - 2.37951 0 0.13209
9 0 - 1.93687 0 0
10 0 - 1.27278 0 0
11 0 - 0.57007 0 0
12 0 0 0 0
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5.2 Een loketprobleem met vier methoden.

Gekozen werden de volgende gegevens:

A

b

= 1

0.k

De bedieningsmethoden zijn alle homogeen verdeeld: het volgende.lijstje

geeft de grenzen van de verdelingen en de kosten per bediening.

We vinden dan

methode ondergrens bovengrens kosten
0 0.35 0.85 10
1 0.5 1
2 0.7 1.2
0.9 1.4
voor de grootheden k(x;i) en t(x3i)
x k(x31) k(x3;2) k(x33)
0 26. 1487 28.6139 33.1191
1 0.072656 2.53786 7.04307
0.222656 2.88786 7.59307
0.372656 3.23786 8. 14307
(verder is k(x3;i) lineair i = 1, 2, 3)
x t(x31) t(x32) t(x33)
0 2.875 3.375 3.875
1 0.375 0.875 1.375
2 0.375 0.875 1.375
0.375 0.875 1.375

(verder is t(x3;i) constant i =

1, 2, 3).
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schema toont de iteratie.

uitbreiden afkappen
iteratie z(x) = r(z) = zl(x) = z'(x) =
(
3 x<2
1 L x<5 6.85532 J 2 3<x<5 niet af-
0 x>5 1 6<x<17 gekapt
kO x> 17
{ . /
3 x<2 3 x<1 3 x<1
5 ) 3<x<5 5,170k ) 2 2x<5 2 2<x<5
1 6<x<17 1 6<x<17 1 6<x<12
0 x>17 0 x> 17 0 x>12
(3 x<1 (3 x<1
3 ) 2 2<x<5 5.08632 ) 2<x<5 niet af-
1 6<x<12 1 6<x<13 gekapt
0 x>12 0 x>13
\ \
(3 x<1
l p 2 2x35 5.08623 - z{x) z(x)
1 6<x<13
LO x>13
5,3 Een machineprobleem met twee reparatiemethoden.
Gekozen werden de volgende gegevens: :
N =12 (aantal machines) .
p = 0.3 (parameter van de exponentiéle looptijd)
b = 2 (productieverlieskosten per machine per uur)
cy = L (kosten van &&n reparatie volgens methode MO)
e, = 1 (idem volgens MT)'
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Om numeriek klippen te omzeilen zijn de reparatieduren vast genomen, We

nemen steeds de snelle reparatietijd s, = 0.25. Onderstaande tabel geeft

0 ,
de optimale strategie voor enige reparatietijden 545 en de gemiddelde

verwachte kosten.

s, zopt(x) = r(z) =
0.5k 1 1<x<12 | 12,5992
1 1<x<7
0.56 12.9362
0 B8<x<12

.1 1<x<3

0.58 13. 1735
0 L<x<12
1 1<x<2

0.63 13.5558
0 3<x<12 :
1 x=1

1 14.5938
0 2<x<12

3 0 1<x<12 15.3509

Voor het geval s, = 0.58 geven we k(x;1) en t(x;1) en het verloop van de

iteratieprocedur; in de volgende tabellen. Opgemerkt kan nog worden dat
aan de veronderstelling dat k(x;1) - r(z)t(x;1) steeds een monotoon
stijgende functie is in alle gevallen voldaan was behalve in het geval
8, = 0.54. In @it laatste geval werd een monotoon dalend gedrag gevonden.
De iteratieprocedure levert dan dat methode M, overheerst.

De rekentijden van de 5.1, 5.2 en 5.3 besproken problemen liggen
alle rond 15 seconden. Hierbij is inbegrepen de tijd nodig voor compilatie

en controle van het programma.
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X k(x31) t(x31)

0 19.2775 1.25579

1 14,3261 1.09531

2 12.0639 0.919871
3 10.3735 0.7887Tk
L 9.07370 | 0.687973
5 8.04961 0.608552
6 7.22566 0.544652
7 6.55066 0.492303
8 5.98896 0.448Tkh2
9 5.5151k 0.411995
10 5.11066 0.380626
1 L, 76171 0.35356k4
12 4, 45786 0.33

iteratieslag 1; r(z) = 13.2210 |iteratieslag 2; r(z) = 13.1735
1 1<x<6 1 1<x<3
z(x) = z(x) =
0 T<x<12 0 lk<x<12
x e(z3x) , k(x;1)-r(z)t(x;1) elzyx) © k(x;1)-r(z)t(x;1)
0 3.10346. 2.6ThT 3.4621; 2.73k39
1 0.273726 -0.155056 0.624715 -0.102991
2 -0.21L4555 -0.097751 0.083469 -0.054026
3 -0.235091 -0.054929 0 -0.017435
b -0.157801 -0.022003 0 0.010699
5 -0.070k479 0.003939 0 0.032866
6 0 0.024812 0 0.050702
7 0 0.041911 0 0.065313
8 0 0.0561L0 0 0.07T4T1
9 0 0.068143 0 0.087727
10 0 0.078390 0 0.096483
11 0 0.087230 0 0.10L4036
12 0 0.09k927 0 0.110613
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Hoofdstuk 6. Een andere aanpak.

6.1 Uitgangspunten, toestandsruimte en het natuurlijk proces.

Een andere keuze van wab we een interventie noemen dan gedaan is
in hoofdstuk 2 levert een andere toestandsruimte en daarom ook een an-
dere iteratieprocedure. In plaats van (2.1.2) kiezen we nu (2.71.1):
we zeggen dat alleen het veranderen van bedienings- of reparatiemethode
een interventie is. We behandelen deze aanpak voor k = 2 (twee methoden)
en we veronderstellen als in 2.3 dat EEO < Eéq'

Definieer de volgende verzamelingen voor i = 0, 1.

L' = {(x,i)| x > 0 en x geheel getal}

L.

i {(x,i,t)] x > 0, x geheel; t > 0, t redell.

De verzamelingen L. zijn hetzelfde als in (2.2.2) en LT zijn twee copie-
en van L uit (2.2.1). Neem als toestandsruimte
0 1

X=L UL u Lo V] L1.

De betekenis die we aan de punten van X toekennen is de volgende:

(6.1.1) We zeggen dat het systeem zich in punt (x,i) € L® bevindt als
zojuist een bediening beeindigd is, de wachtri]j nog x klanten
bevat (de zojuist afgehandelde klant niet meegeteld) en de

afgelopen bediening geschied 1s volgend methode Mi'

(6.1.2) We zeggen dat het systeem zich in punt (x,i,t) € Ly bevindt
als er x klanten aanwezig zijn en er een tijd t verlopen is
sinds de bediening van €&n van hen begonnen is en deze bedie-

ning geschiedt volgens methode Mi'
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Merk op dat (6.1.2) hetzelfde is als (2.2.5). Alleen wanneer het systeem

zich in LO U L' bevindt kan worden ingegrepen en omdat k = 2 genemen is,

is er slechts é8&n niet-nulbeslissing mogelijk, namelijk: wissel van
methode. We zullen deze beslissing aangeven met d. De nulbeslissing in
de punten van Lo U_L1 wil zeggen: gebruik de methode van de vorige be-
diening. In‘Lo u L, is alleen de nulbeslissing mogelijk; deze verzame-
lingen spelen daarom geen rol in de iteratieprocedure, maar dienen ter
beschrijving van het natuurlijk proces en het beslissingsproces. We heb-
ben dus

0 1

D(x,i) {0,4} voor (x,i) €L UL

D(x,1,t)

{o} voor (x,i,t) € Ly v L,.
Evenals in 2.2 geven we met k(t) het aantal klanten aan dat in een tijds-
interval ter lengte t binnenkomt. Wegens de exponentig&le verdeling van de
aankomsttussentijden doet het begintijdstip van dit interval niet ter za-
ke. Bepalingen (6.1.1) en (6.1.2) geven nu dat het natuurlijk proces als
volgt verloopt.

Stel dat het systeem zich in (x,1) € Li bevindt met x > 0. Dan start
een bediening volgens methode M. en het systeem verschuift naar
(x,i,0) € L;. Na een tijd t <8 is het systeem in (x+k(t),i,t) € L; ge-
komen en na verloop van s. schuift het systeem van (xfg(gi),i,éi) € Li
naar (xfg(gi)—1,i) ¢ L'. Hierna herhaalt zich dit verhaal. Als x = 0
wordt gewacht tot de eerste klant zich aandient. Het systeem verschuift
dan naar (1,i) € i,

Bovenstaande alinea dient te worden gelezen met 1 = 0 en met i = 1.

6.2 Het beslissingsproces en de keuze van AO.

Een strategie z is een functie z: Lo U L1 + {0,d}. Wij beschouwen

slechts aaneengesloten strategie&n, d.w.z. strategieén waarvoor getallen

X, en X, bestaan z6 dat
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0 voor x > x0

d voor x £ x, en z(x,0)

z(x,0)
(6.2.1)

z(x,1) 0 voor x < X,.

1

d voor x > x, en z2(x,1)

Deze beperking is gerechtvasrdigd in 2.7. Wanneer beslissing d wordt ge-

nomen in het punt (x,i) € Ll, dan verspringt het systeem naar het punt

(x,1-1) € L1-1.

Neem voor een geschikt gekozen natuurlijk getal M

o

{(0,0)} u {(n,1)] n > M, n geheell.

Noem A n L* = B..
0 1

In alle punten van AO wordt steeds beslissing 4 genomen., We controleren
voorwaarde (1.2b). Als het systeem start in (x,0) € 10 voor zekere x > 0,
dan geeft de redenering in 2.3 dat hét systeem met kans 1 in eindige tijd
in B, terugkeert. Stel nu dat het systeem start in (x,1) € L1. De toe-
standen in L1 vormeh nu een irreducibele Markovkeren. Als we van de verzame-
ling toestanden B, © 1! én absorberende toestand maken, zijn alle andere
toestanden doorgangstoestanden, dus is de terugkeertijd tot B, met kans 1

1
eindig.

6.3 De k- en t-functies.

We bepalen nu voor alle (x,1) € 19 u 1! ge fucnties k(x,iid) en

t(x,1i3d). We dienen het verschil te nemen van verwachtingen van kosten

resp. tijdsduren van de wandelingen (1.3a) en(1.3b), dus voor elke

(x,i) € 19 u 1 hebben we

k(x,i;d) = k1_i(x) - kl(x)
(6.3.1)

t(x,i;d) = t_ (x) - ti(x).
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Hierin is wvoor i = 0, 1 ki(x) resp. ti(x) de verwachting van de kosten
resp. de tijd vanaf toestand (x,i) totdat het systeem via het natuurlijk

proces een toestand in Bi heeft bereikt. Verder hebben we

kD(O) = tO(O) = 0
(6.3.2)

k,(x) = t,(x) =0 voor x > M,
Merk op dat

k(x,1;d) = -k(x,0;&)
(6.3.3)

t(x,1;d) = -t(x,0;d).

We zullen eerst-ko(x) en t.(x) bepalen. Daartoé moeten we onderscheid

O(
maken tussen het loketprobleem en het machineprobleem. Voor het . loket-

probleem definieren we de grootheden t en go(x) zoals gebeurd is

0> S0
in 3.5, 3.6 en 3.9. Dan geldt voor x > 1

x
ko(x) XEEO +n 21 EEO(Y)

¥
to(x) = x€t s

zodat we na invullen van (3.5.1), (3.6.1) en (3.9.1) krijgen

. g.2 .
o 1-3Es, 2(148&0)2 2 1-Ms,
xts
- — 0

Voor het machineprobleem definieren we Eo(x), gﬂ(x) en mo(x) zoals ge-
daean is in L.6, 4.7 en 4.10. Er geldt dan

3
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ko(x) Cgo(x) + bﬁgo(x)

T .

to(x) &_o(x)

In 4.6 tot en met 4,10 worden de berekeningen gegeven van deze groot-

heden, die neerkomen op het oplossen van enige Hessenbergstelsels.
Vervolgens berekenen we k1(x) en t1(x). Dit kan voor het loket-

probleem en het machineprobleem op dezelfde manier. Zoals in (2.3.1)

definieren we

p§1)(x) = P{in bedieningsperiode volgens M, die aanvangt
terwijl de rijlengte x is komen precies j klanten

binnen}.

Deze definitie kan ook worden gelezen met machines i.p.v. klanten en
reparatie i.p.v. bediening. Definieer verder v{(x) zoals gebeurd‘is in
3.8 en 4.9 namelijk de totale wachttijd van de ri] gedurende &én bedie-
ning volgens methode M1, die aanvangt terwijl de rijlengte x is (analoog

voor machineprobleem). Dan geldt voor x = 1, 2, ..., M~1

M-x (1)
k,(x) = ¢, + bﬁL(x) + ) P; (x) k,(x+j-1)
J=0
(6.3.4)
. Mex ) .
t(x) = 851 + .z P (x) t,(x+j-1).
J=0

Hierin is de tweede regel van (6.3.2) gebruikt. Voorts geldt

k1(0) = k1(1)
(6.3.5)

t,(0) = £,(1) +Ea(0),

waarin a(0) de tijd is dat de bediende (reparateur) moet wachten vanaf

het moment dat zijn lqket,(werkplaats) leeg raakt, totdat een nieuwe
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klant (machine) zich aandient. De Waarde»van'ﬁg(o) is AT bij het loket-
probleem of (uN)-1 bij het machineprobleem. Verder staan p€1)(x) vermeld
in (2.3.2) resp. (2.3.3) en wordt Ezi(x) gegeven in (3.8.1% resp.
(4.9.3). Nu vormen (6.3.4) en (6.3.5) twee Hessenbergstelsels namelijk
één in de onbekenden k1(x) (x=0,1,.0.,M-1) en één in de grootheden t1(x)
(x=041,...,M-1). Na oplossen van deze stelsels krijgen we de gevraagde

k- en t-functies uit (6.3.1) met behulp van (6.3.2).

6.4 De iteratie.

Neem een aaneengesloten strategie z, zoals omschreven in (6.2.1).
Dan volgt uit (1.4.2) en (1.4.3) (waarin we ei = (xo,O)vgenomen hebben)
dat

(6.4,1) c(z3x,0) =0 Voor X > X

Hier is dezelfde redenering gehouden als in 2.4 om tot (2.L4.4) te con-

cluderen., Tevens volgen uit (1.4.2)

(6.4.2) c(z3x,0) = k(x,03;d) - r(z)t(x,0;d) + c(z;x,1) voor x < %,

(6.4.3)  clz3x,1) = k(x,1;d4) - r(z)t(x,1;4) voor x > X,.

In (6.4.3) is (6.4.1) verwerkt. Voor x = 1, 2, ..., x,-1 is nu uit
(1.4.2) en (6.4.3) af te leiden

X1-X (1)
(6.4.4)  clz3x,1) = ) p: '(x) clzyx+j=1,1) +

281 (%) Dh(xti=1,13a)=r(2)t (x+5=1,15d) 1.
Ook gelden

(6.4.5) e(z30,1) = c(z31,1)

&
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(6.4.6)  clz3x.,1) = k(x0,1;d) - r(z)t(xo,1;d).

O’

Formule (6.4.6) is (6.4.3) met x = x.. Herschrijven van (6.4.4), (6.k4.5)

0"
en (6.4.6) leert ons dat deze vergelijkingen een Hessenbergstelsel vor-
men met als onbekenden r{(z) en c(z3;x,1) voor x = 0, 1, +u., x,~1. Na op-

lossen van dit stelsel worden de c-waarden in de overige punten gevonden
uit (6.4.2) en (6.4.3).
6.5 Uitbreiden.
Voor x, < % < X, geeft (1.5.1)
c(d~z;x,0) = k(x,03;4) - r(z)t(x,03d) + c(z;x,1)
terwijl anderzijds voor deze punten
c(0+z3;%x,0) = c(z3;x,0) = 0.
Overeenkomstig 1.5 kiezen we dus

(6.5.1) z1(x,0) =4 als k(x,03;d) - r(z)t(x,03d4) + c(z3x,1) < O.

Nu het uitbreiden op 1!, Hier geldt voor x, < X < x,

ce(d zyx,1) = k(x,1;d) - r(z)t(x,1;4)
terwijl

cl(z3x,1).

c(0°2z3x,1)
Neem hier dus
(6.5.2) z1(x,1) =d als k(x,1;d) - r(z)t(x,1;d) - c(z;x,1) < O.

Gezien formules (6.3.3) kan aan (6.5.1) en (6.5.2) niet tegelijk worden

vol@aan door eenzelfde x.
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6.6 Afkappen.

Stel (6.5.1), (6.5.2) en (1.5.3) geven

(6.6.1) er bestaat een getal x, 20, dat:

e(Z3x,1) = c(z3x,1) voor x < x_
c(Z3x,1) =.k(x,1;d) - r(z)t(x,1:;4) veor x > X,
c(%3x,0) = k(x,1;d4) = r(z)t(x,13d) + c(z3x,1) voor x < x,
c(Z3x,0) = 0 voor x > X_.

Als nu
A ='{(x,0)l 0<x j_xa} U {(x,1)[ X Z-Xb}’

voor zekere x en X met 0 < x_ < x < X, < M, dan voldoet de verzame-
a — " — e —

ling A aan (1.6.1). Nu volgt uit (1.6.2) dat

0

Antlexz) ni1l

als voor alle x, < X i_xe

c(E;xa,O) < c(%;%,0).

Deze eis betekent dat we op LO afkappen tot aan het punt ; dat vol-

O’
doet aan

(6.6.2) c(z;zo,

1) + k(io,o;d) - r(z)t(EO,o;d) =

= min [e(z3x,1) + k(x,03d) - r(z)t(x,0;d)].
0<x<x .
- e
Wanneer meer getallen aan (6.6.2) voldoen, kiezen we het kleinste.
Op L1 werkt het afkapmechanisme wat moeilijker, al kan men zich
gedurende de iteratie rekenwerk besparen door wat grover te werk te
gaan. Eerst geven we echter de exacte procedure, die in ieder geval

moet worden uitgeveerd.om te bewijzen dat een gevonden strategie op-
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timaal is.

Uit (6.6.1) volgt
Anil = {(x,M)] x> x_1.
'z e

< x < M., We kunnen
e S X, e ‘kun

dat c(Aa'ﬁ;x,T) voor x, £ x < x_ bepalen door het volgende Hessenberg-

Laat nu A_ = {(x,1)] = 3_xa}, voor zekere x_ met x
stelsel op te lossen:

. *a7® (1) a
(6.6.3) c(Aa'z;x,1) = jZo ps (x) C(Aa'Z;X+J—1,1) +

. 3 p M (%) [k(x+im1,13d) - r(2)t(xti=1,1;d)]
j=xa-x+1 J

voor x = 1, 2, ...y xa-1.

(6.6.4) c(Aa'2;0,1) = c(Aa‘2;1,1).
In dit geval zijn c(Aa'i;x,1) voor x = 0, 1, ...,fxa—1 de onbekenden.
Na (6.6.3) en (6.6.4) te hebben opgelost controleren we of voor alle x

met x, < X j_xa—1 geldt

(6.6.5)  c(A_ ~Z;x,1) < k(x,13d) - r(z)t(x,1;4).
Indien 4it zo 1s dan geldt

(6.6.6) A L' ex(3)ntl,

Kap nu af tot het grootste punt x_ < M waarvoor (6.6.6) geldat. Laat
deze Xo Koo zijn. Als X ox = ¥e» OP LO niet is afgekapt en bovendien
niet is uitgebreid, dan is de optimale strategie gevonden.

De hier geschetstemethode vraaght vrij veel rekentijd: veor elke
keer dat er moet worden afgekapt moet X ox worden bepaald, bijvoorbeela
door insluiting, waarbij voor elke stap van deze insluiting een Hessen-

bergstelsel moet worden opgelost.
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We béschrijven nu een methode om op L1 af te kappen, die minder
rekenwerk geeft, maar minder scherp is. We nemen namelijk niet zoals in
(1.6.3) gedist wordt de doorsnéde,over alle verzamelingen die voldoen
aan (1.6.1) en (1.6,2), maar over een deelklasse hiervan. Laten we weer
in de situatie van (6.6.1) verkeren. Zij

(6.6.7) B, = {(x,1)] x > X s X # xa} voor zekere x_ > X_..

We beschouwen dus verzamelingen, die op L1 de gehele AE omvatten op één

punt na. Nu geldt
(6.6.8) B, € X(Z) als c(Ba'E;xa,1) i_c(i;xa,1).

Het rechterlid van de ongelijkheid in (6.6.8) is
k(xa,T;d) - r(z)t(xa,1;d), (zie (6.6.1)), terwijl we het linkerlid vin-

den uit

(1)

M(x,) e(23x,=1,1) + p;

(6.6.9) c(Ba'E;xa,T) = P(1

0 (xa) c(Ba'z;xa,1) +

(1)

P (xa) c(%;xa+j—1,1).

+
o~ 8

J=2

Na invullen van (6.6.1) in (6.6.9) leert enig rekenwerk dat (6.6.8) nu

wordt

als

(6.6.10) jgo P§1)(xa) [k(x, +3-1,138) - r(2)t(x *3-1,13a)] <

5_k(xa,1;d) - r(z)t(xa,1;d).

Neem het grootste punt x_ dat aan (6.6.10) voldoet: laat dit punt x

.. 21 .
zijn. Kap dan op L af tot aan xmax' De bepaling van het pupt X ox kan
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eventueel geschieden deor insluiting, want omdat de optimale strategie
onder bepaalde voorwaarden aaneengesloten is zal wanneer x, aan (6.6.10)
voldoet ook Xy voldoen als Xo <%y < X,

Deze methode is zwakker dan de eerst beschreven methode omdat het
punt X, zelf niet afgekapt wordt. Dit punt werdt weggelaten omdat we
een aaneengesloten strategie willen houden. Het is dan ook nodig om bij
de volgende iteratieslag te controleren of r(z) is vermidnerd. Is dit

niet het geval dan moet de exacte afkapprocedure worden toegepast.

6.7 Enige opmerkingen.

Mocht bij de gevonden optimale strategie in de notatie van (6.2.1)

gelden dat x, = M, dan was M te klein gekozen, en moeten we opnieuw be-

ginnen bij h;t bepalen van k- en t-functies met een grotere waarde.

Onder de voorwaarde genoemd in 2.7 is de optimale strategie een aan-
eengesloten strategie. In dat geval kan aan de veronderstelling in
(6.6.1) steeds voldaan worden. De gehele aanpak in dit hoofdstuk (even-
als die in hoofdstuk 2) kan echter worden toegepast op niet-aaneengeslo-
ten strategie&n. Het rekenwerk wordt daardoor echter omvangrijker.

Een voordeel van de hier beschreven aanpak is dat omschakelkosten
van de ene methode nasr de andere gemskkelijk in de k- en t-functies
worden opgenomen. Dit is in de eerstgegeven aanpak in hoofdstuk 2 niet
zonder meer mogelijk (zie 2.9). Indien we zonder omschakelkosten ons
ertoe kunnen beperken alleen aaneengesloten strategieén te beschouwen,
dan kan dat zeker bij hetzelfde probleem met omschakelkosten. De itera-
tiéprocedure zal namelijk die strategie&n selecteren die omschakelkosten
zoveel mogelijk beperken.

Tenslotte merken we nog op dat ook deze aanpak met wat meer moeite
te generaliseren is tot een iteratieprocedure voor problemen met meer

dan twee bedieningsmethoden. ,
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Appendix. .

A.1 Stochastische ordening.

In 2.7 hebben we. verondersteld dat de snelle bedieningstijd =N
stochastisch kleiner is dan de lengzame s,. We leiden nu de daar ge-

bruikte stelling af.

Definitie Een stochastische variabele x heet stochastisch kleiner dan

een stochastische variabele y (notatie: x ¢ y), als geldt:
(A.1.1)  P{x < x} > P{y < x} voor elk reel getal x.

Als F resp. G de verdelingsfuncties zijn bij x resp. y, dan schrijven
we in plaats van x ¢ y ook wel F < G.

Formule (A.1.1) zegt dat de verdelingsfunctie van x geheel links (al-
thans niet rechts) ligt van de verdelingsfunctie van y.

Dit is bijvoorbeeld het geval wanneer de verdeiingen van x en y hetzelf-

de zijn behoudens een locatieparameter.
Lemme 1. Als x © y dan is Ex c 8x.

Bewijs: Met parti&le integratie en gebruik mekend van (A.1.1) vinden

we

€x = - fl F(x)ax + JZ 1 - F(x)dx <

o0

- f?w G(x)ax + JO 1 - a(x)ax = Cy.

Lemma 2. Als x ¢ y en h is een monotoon niet-dalende functie op R dan

is h(x) < h(y).

Bewijs: Neem voor h eerst een monotoon niet-dalende trapfunctie t.
Schrijf:
n
t(u) = Z 8, 1(u—sk), met a > 0, 5 € R,

. k=1
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S; S8, < s <s, en de functie gedefinieerd door
o ) als x < 0
1(x) =
1 als x > 0.
k-1 k
. Dan geldt veoor die u waarvoor z a, <-u.< Z a. dat
=1 7 j=1 "

n
(a.1.2)  PL]

& 8 1(£-sj) < u} = P{x < sk} 2 Ply < s} =

n
=P{) a. 1(z-sj) < ul.

, n
Verder geldt voor u < 0 en voeor u > z aj dat
=1

(A.1.3)  Plt(x) < u} = P{t(y) = uh

Formules (A.1.2) en (A.1.3) geven dat voor elke re€le u geldt

P{t(x) < ul > P{t(y) < ul ofwel t(x) < t(y).
Duidelijk is dat voor willekeurige B € R t(x) +I B < t(y) + B.
Zij nu h een willekeurige monotoon niet-dalende functie. Kies een
rij trapfuncties (tn):=1’ van de vorm

n

m
- n
tn(u) = k; 8 n 1{u sk,n) + B

en 26, dat lim tn(u) = h(u) voor elke re&le u.
n—m

Dan geldt

P{a(x) < u} = lim P{t (x) < u} > lim P{t (y) <ul =

nro oo

= P{n(y) < ul.
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Hiermee is 4it lemma bewezen. We komen nu aan

Stelling 1. Zij 5i(j) het aantal klanten (machines), dat binnenkomt

gedurende een bedieningstijé 5 volgens metheode Mi’ die

begint terwijl de rijlengte j is. Dan geldt uit S5 € 84 volgt
Bewlgs: Laat Bi de verdelingsfunctie zijn b1] 5; en laat Bi de ver-

delingsfinctie zijn bij gi(j) veer i = 0, 1. Dan is te be=

wijzen

(8.1.4) Bg(x) z_B?(x) veor elke re€le x.

[x] e
Bz(x) ) f P{precies k aankomsten in.[0,s]1} dB.(s) =
k=0 ’0 :

j P{hoogstens [x] aankemsten in [0,s]} dBi(s)..
0 .

Eenvoudig is in te zien dat de integrand in het laatste 1lid een meno-

toon niet stijgende functie is in s. Noem deze functie h(s). Dan is

00

B:-:(X) = JO h(s) @B, (s) =th(s;).

Uit 5, < 54s lemma 2 en lemma 1 volgt nu formule (A.1.h4).

We merken nog op dat in het lcketgeval gi(j) niet van j afhangt,

in het machinegeval wel (zie 3.4 en L4.L4).

A.2 Hessenbergstelsels.

Definitie. Een n x n matrix H met elementen hij heet een Hessenberg-
matrix als

hij = 0 voor alle (i,j) met 1 < j < i-2 en 3 <1i <n,

Deze voorwaarde wil zeggen dat onder de onderste nevendiagonaal alleen

nullen voorkomen. Een stelsel lineaire vergelijkingen

&
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(A.2.1) . X, = U, voor i = 1, 2, ..., Dy

I~
ny

5=1

waarblj hi- elementen zijn van een Hessenbergmatrix H, noemen we een

Hessenberggtelsel. Wanneer det H # 0 is dan is zo'n stelsel numeriek
eenvoudig op te lossen.

Veronderstel namelijk eerst dat alle elementen van de onderste
nevendiagenaal niet nul zijn. Los achtereenvdlgens voor
k = n-1, 0=2, ..., 2 en 1 uit de (k+1)-ste regel van (A4.2.1) x, op als
lineaire uitdrukking in X.» met behulp van de al eerder verkregen line-
aire uitdrukkingen wvoor Xy p1s Fpps co0s Xy g

Bij de eerste regel aangekomen hebben we dan twee lineaire verge-
lijkingen mét als onbekenden X, en x . Na opleossing hiervan vinden we
de waarden van Xps Xgs eees xn_l,door substitutie van X

Als onder de elementen van de onderste nevendiagenaal nullen voor-
komen, valt het stelsel uiteen in een’aantal Hessenbergstelsels die we
van onder af achtereenvolgens kunnen opleossen., Deze situatie doet zich
bij ons niet voor. We leiden nu een stelling af over het gedrag van de

oplossing van een Hessenbergstelsel met bepaalde co&fficiénten.

Stelling 2. Laat voor x = 1, 2, ..., D een kansverdeling»(péx)):=o ge-
geven zijn met péx) > 0, Laat verder (cx);=0 voldoen. aan
het stelsel lineaire vergelijkingen
v ox)
Cy go 28 cx+k—1 + u, voor X Ty 25 0eey 0
(A.2,2)
c. =0 Voor X > n.
x z
Dan geldt
(a) als er een geheel getal n, 2 1 bestaat met u < O voor n, < x <n
dan is ¢_ < ¢ voor n, < x.<n
x — x-1 T =" -
(b) als er een geheel getal n, > 1 bestaat met u, > 0 wvoor n, <£x<n
dan is ¢c_ > ¢ voer n, < x < n
x = x-=1 1 -7 —

(¢) in het bijzonder heeft e het tegengestelde teken van u .
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Opmerking: Als veor x.= 1, 24 +sesy N ux‘= vx+rwx met Xx en-wx bekende .
grootheden en r onbekend dan vermen de.vergelijkingen '
(A.2.2) een Hessenbergstelsel. De stelling wordt gebruikt met

(a.2.3) u, = k(x;z(x)) - r(z)t(x3z(x)) VOOr X = 1y 2, 440y N

Bewijs: Uit de eerste regel van. (A.2.2) volgt

)= - “'P((JX)'PgX)) et LB Cpugq *iy

(A.2.4) p(()x)(cx—c .

x=1

Als we hierin x = n nemen en de tweede regel van (A.2.2) invullen krij-

gen we

(A.2.5) pén) C 4= Y

Hieruit volgt (e).

We gaan nu verder met inductie. Stel gegeven is' (a) en we hebben voor

zekere m met n, < m < n-1 bewezen

(A.2.6) e >e o> ..02¢ 4>2¢ =0
S (m) (m) -
Lagt nu o = 1 - Pg =Py Als o = 0 dan velgt meteen dat het rechter-

1id van (A.2.4) niet negatief is, zodat (A.2.6) is aangetoond met m - 1
in plasts wvan m.
Als a > 0 is stel dan

(8.2.7) B, = o pi®

k Pryqe voor X = 1y, 25 «e4 o

We kunnen nu (A.2.4) voor x = m schrijven als

(A.2.8) pén)(c -c

= - + +
m m,1) %Chn aﬁcmf& Une

waarin k een stochastische variabele is met P{k = k} = B, veor
k=1, 2, ... . Duidelijk geldt nu k > O (de ontaarde stochastische

variabele 0). In (A.2.6) zien we dat de functie C ik monotoon niet

stijgend is in k, zodat met lemma A.1.2 volgt Cn > ok’ Hierop passen

we lemma A.1.1 toe en daar w, < 0 is vinden we dat het rechterlid van
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(A.2.8) niet positief is. Dit levert wederom formule (A.2.6) met m - 1
in plaats van m., Hiermee is een stap van de inductie gedaan. Als (b)

gegeven is volgt de stelling met een analoge redenering.

A.3 Kanstheoretische benadering.

Over het loketprobleem met twee bedieningsmethoden zullen we in
dit aanhangsel enige kanstheoretische opmerkingen maken. Er wordt .
steeds een vaste strategie toegepast. Veor de gebruikte stechastische
variabelen verwijzen we naar hoofdstuk 3.

We definiéren eerst de volgende rij stochastische variabelen: Z,
is het aantal wachtende klanten voor het loket aan het begin van de
werktijd van het loket; z, is voer n = 1, 2, ... het aantal klanten dat
na afloop van de nde bediening voor het loket achterblijft. De strate-

gie die steeds wordt toegepast bestaat hierin, dat als

En—1 =0, 15 25 vosy Zy de,ndedbediening Volgeps méthodeJMT»gebeurt, en
als z. 1= Z2+1, 2+2, ..., den e bediening volgens metheode MO gebeurt.

(Er geldt weer EEO < 831 en 0 < AE&O < 1.)
De vergameling M = {En | n=20,1, 2, ...} vormt een irreducibele

©
) gegeven

aperiodieke Markov-keten, waarvan de overgangskanseﬁ (p i,3=0
Wj=

ij
worden door, voor n = 1, 2, cees

PéT) , Vvoor i = 03 j 20,
P€1? voor 1 < i < z3 j > i-1
(A.3.1) .. def Pz 3 2 =i} =4 J-i+1? -t o4 -
ig = -n-1 (0) s et s
pj—i+1’ voor i > z+1; j > i-1
0 anders,

waarbij (zie 3.4)

o{F

de kans dat in een bediening volgens methode Mk pre-

ecies j klanten bij het loket arriveren =

o :j
J e As ()S?) dBk(s)s voor k = 09 1 ed jb=209 19 25 e 0
0 J
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De Markov-keten M heeft louter ergodische toestanden. Dit velgt
uit een kriterium van Fester, aangevuld door Moustafa, Zie [5] en [61.
Dit kriterium luidt:

Een irreducibele aperiedieke Markov-keten heeft louter ergedische

toestanden als er een niet-negatieve oplossing bestaat voor de veolgende.

ongelijkheden
] P.iY.o <% voer 0 < 1 < i..
. -7 =70
j=0 I
) <0
) P;37; LR voor i z_i0+1 en een € met 0 < € < 1.
j=o

Z0als men gemekkelijk nagaat is in ons geval aan de ongelijkheden vel-

daan met de keuze
=z, €E=1, 5. =0J, veor j > 0,

waarbi]

p=—_——>00
1—XQ§O

Het feit dat M louter ergodische teestanden heeft, geeft dat er

o0
een unieke invariante kansverdeling (ﬂj)j=0 bestaat met ﬂj > 0 en

Z 7, = 1, die voldoet aan
=1 Y
(A.3.2) My = iZo TiPss voor j = 0, Ty 2, see &

v 1.).  geldt
oor ( J)J=O,g_

7., = 1im P{z_= j | z. = i}, voor j > 0, ongeacht wa}t i is.
'J n—-)oo - —O -

We defini&ren nu de volgende kansengenererende functies
B »
P(s) = ) szJ, voor |s| < 1
J=0 :

A.(s) = ) pgl)sJ, voor i = 0, 1 en |s| < 1.
i 520 B -
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d

Vermenigvuldigen we (A.3.2) beide leden met s” en sommeren vervolgens

over- j met,gebruikmaking ven (A.3.1) dan vinden we

P(s)

it
o~18
3
w
Cue
]
He~18

Z “-Sgﬁ =T Z P.
'Oi=01%‘ 0j=»

Z . . R o« . )
+ Z m ~_Z p€1? g9 + z T, Z “pQO) &I =
= e -

. i -i+ .- .3 -i+
j=1 * J=i-1 J-1*1 j=g+1 T J=1-1 =i+
S i-1 v i
=T A (s)+ ) ms A (s)+ ) ms A(s),
0 .1 1 Lo i 0
i=1 i=z+1

voor |s| <1,

zodat

o0

Z . .
(8.3.3)  sB(s) = (s=U)mA(s) + ] ms'Ay(s) + ] msAl(s),
1=0 - i=mztl

voor |sl < 1.

(n) -

Laat s voor n = 1, 2, ... de nde‘bediening zijn, terwijl E(n

(n) zijn (dus, als O j_gn < z, dan is s n

-] -

de bedieningskosten van s

verdeeld als s, en‘g(n) = Cqs eh als 24 > 7, dan is}i(n) verdeeld als
5. en c(n) = c_ ). We definiéren dan voor n = 1, 2, ... t_als de tijd
-0 = 0 st -n

die verstrijkt tussen het einde van de. (n-1) ® pediening en het einde

van de nde bediening, en En als de totale kosten gedurende En’ dus

( o
E.(n) . b(s(n) N Z ( (n)_ll({n))+) vz, =0
E’-n = A = .
Eﬂn) . b(E(n) oz + Z (Efn)ﬁlén))+), z 421
\ k=1
en '
{
—én) + gt » Zp 1 =0
9 = £
.§(n) ’ En-1 z
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(n) 1)S‘te
0

n)

is tot het moment waarop de eerst klant binnenkomt, en gé 'y VOOr

waarbij T het -tijdsinterval vanaf het eind van de (n- bediening

k=1, 2, ..., het moment is, waarop de kde'klant na het begin ven gfn)

binnenkemt. -

(n) (n)\+
T )

We merken nog op dat met kans 1 in Z (s slechts eindig

veel termen ongelijk O zijn. k=1

Vervolgens defini&ren we gn(z) als volgt

r (z) = Bl R voor n = 1, 2, cuo

Er geldt nu met een stelling van Chung {waarvan we een iets aangepast

gebruik msken), dat

(A.3.4) limr (z) = r, met kans 1, voor .een reéel getal r.
peo D

Deze stelling van Chung luidt (zie [T71):

Als {zn[ n=1, 2, ...} een irreducibele, aperiodieke Markovketen

is met louter ergedische toestanden, de invariante kansverdeling
(7 )T
standsruimte (gemakshalve de natuurlijke getallen verondersteld), dan

f en g redelwaardige funkties zijn, gedefinieerd op de toe-

geldt, ongeacht de beginteestand

n ©
. .Z f(zﬁ) ) .f(n)“n
(A.3.5) lim 3:1 = nz1 - s met kang 1,
Y ez ) g(n)m
J=1 J n=1

aangenomen, dat de beide reeksen in het rechterlid absoluut konvergent
zijn en niet beide 0,

Passen we nu (A.3.5) toe veor gn(z) (er geldt immers

)

~—
il
]

B
2]

—
N

o~ ||.M3-'5

Cie



T0

dan vinden we met (A.3.5), na (A.3.3) tweemaal te differentiéren en s
van -onder af naar 1 te laten gaan,
o]

llmlgn(z) =b ) g * Aeq

z g -]
j=1 JZO "5 "% ) "3

J=z+1
met kans 1.
We merken nog op, dat de "j van z afhangen.

Bovenstaande berekening gaat als volgt.

. Eerst differentidren we in (A.3.3) beide leden, en vinden dan

z.. . - zZ -
P(s) + sP'(s) = 7 A (s) + (s=1)m A'(s) + A'(s) } m.89 + A L)) jnls‘J-1 +
01 VMo 1187 L Ts "8 17L IT
J=0 J=1
+a3(s) [ msd v a(s) [ gnsdl
j=z+1 J Jj=z+1 J

Laten we nu s van onder af aan naar 1 gaan, dan velgt

e

Z . = 1.

Z
(8,3.6) w, + Als, Zo ms o+ Aﬁgo Lo
J=z+1

0 .
J—
Nog éénmaal differentiéren geeft

2 . z .
2P'(s) + sP"(s) = 2n A!(s)+(s=1)n AV(s)+A"(s) ) szJ+2A;(s) ) jwisJ-1 +
=0 =

oM 0 1
d

n

- z .o
+ A1(s).z j(j—T)njsJ' +
J=2 .

" Seonr(s) T
+ Ao(s)._z, ™58 +2Ao(s)._z_ Jm 48
J=z+1 J=z+1

=1,

+ AO(S) ) j(j-])ﬂjsj—e.

J=z+1
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Nemen we weer de limiet voor s .4+ 1, dan vinden we

A
2g 2 25 2
(A.3.7) 2ﬁdui§1 + A §§1 ‘Eo “j + A ﬁgo ) Z T, +

J=z+1 J
Z . o0 o
+ 2A§§1 yogm. o+ 2Xé§0 L dm.=2 ) jm..
=1 j=z+1 Y =1 !

Defini8ren we tenslette r(z) als de verwachte gemiddelde kosten

per tijdseenheid dan vinden we dus

us ole 1#0(€s +f,2 (8,-x. ) T3+

r(z) %Z? fllim.gn(z) =

n—>-o

+ z mile, +b(Es J+€,z STy ) 3+ X U {c +o(Es +%,Z ByL ) )}

J=‘] ’ J =2+1 -0

rotegrta e Loerr 1o

J=z+1

2
= Ac, Lom. + Acq Z T, + D 2 Jﬂ .
=0 9 J =z+1 J j=1

Met behulp van (A.3.1) en (A.3.2) zijn s numeriek te bepalen wat

ons in staat stelt voor gegeven z de r(z) te berekenen,

Tot slot kunnen we nog opmerken dat bovenstaande afleiding op voor
de hand liggende wijze uit te breiden is tot het geval met k (k>2)
methoden van bediening, terwijl ook voor het machineprobleem analoog is

aan te pakken,
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